Ivadas

Paskaity temos
(1)

Paskaity temos
(2)

Literatura
Papildoma
literatura
Atsiskaitymas ir
vertinimas
Referatas:
Ampero désnis

Informacija

Elektrodinamikos
istorijos faktai
Kaip vertinama
elektrodinamika
pasaulyje?
Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Elektrodinamika

Ivadas

Paskaita Elektrodinamikalvadas — slide 1



Paskaity temos (1)

1. Maksvelio lygtys ir jy fizikiné prasme
Tvadas 2. Kruvio tvermeés deésnis ir srovés tolydumo lygtis
Paskaity temos . . e .
(1) l 3. Elektromagnetinés medziagy savybés
Paskaity temos .. . o . .
(2) 4. Elektromagnetinio lauko vektoriy krastinés salygos
Literatura
Papildoma 5. Pointingo teorema. Elektromagnetinio lauko energija
Atsiskaitymas i 6 Maksvelio lygtys kompleksiniame pavidale. Kompleksiné skvarba
Referatas:

7.

Pointingo teorema harmoniskai kintanc¢iam elektromagnetiniam laukui

Ampero désnis
Informacija
Elektrodinamikos
istorijos faktai
Kaip vertinama
elektrodinamika
pasaulyje?

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita Elektrodinamikalvadas — slide 2



Paskaity temos (2)

Ivadas

Paskaity temos
(1)

Paskaity temos
(2)

Literatura
Papildoma
literatura
Atsiskaitymas ir
vertinimas
Referatas:
Ampero désnis
Informacija
Elektrodinamikos
istorijos faktai
Kaip vertinama
elektrodinamika
pasaulyje?

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

10.
11.
12.
13.
14.

Elektromagnetinio lauko vektoriy lygtys

Apibendrintos ploksciosios elektromagnetinés bangos
Harmoninés ploksciosios elektromagnetinés bangos poliarizacija
Elektrodinaminiai potencialai

Herco vektoriai

Elektrinis ir magnetinis dipoliai

Elementarieji elektrinis ir magnetinis spinduoliai

Paskaita Elektrodinamikalvadas — slide 3



Literatura

Ivadas

Paskaity temos
(1)

Paskaity temos
(2)

Literatura
Papildoma
literatura
Atsiskaitymas ir
vertinimas
Referatas:
Ampero désnis

Informacija
Elektrodinamikos
istorijos faktai
Kaip vertinama
elektrodinamika
pasaulyje?

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

A.Matulis. Elektrodinamika, Vilnius, Virtuali leidykla-knygynas, 2001
S. Mickunas, Elektromagnetiniai laukai ir bangos, Technologija, 2004

W.K.H. Panofsky, M. Phillips, Classical electricity and magnetism, 2Ed,
Dover Publications, 2005

J.B.Westgard, Electrodynamics: a concise introduction, Springer, 1997
E.J. Rothwell, M.J. Cloud, Electromagnetics, CRC Press, 2001/2008
J.D. Jackson, Classical electrodynamics, 3Ed, Wiley, 1999

J.A. Stratton, Electromagnetic theory, Wiley-IEEE, 2007

J. Schwinger et al, Classical electrodynamics, Perseus Books, 1998

D.J. Griffiths, Introduction to electrodynamics, 3Ed, Prentice Hall, 1999

M. Born, E. Wolf, and A.B. Bhatia, Principles of optics: electromagnetic
theory of propagation, interference and diffraction of light, Cambridge
University Press, 1999
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Papildoma literatura

Ivadas

Paskaity temos
(1)

Paskaity temos
(2)

Literatura
Papildoma
literatura
Atsiskaitymas ir
vertinimas
Referatas:
Ampero désnis
Informacija
Elektrodinamikos
istorijos faktai
Kaip vertinama
elektrodinamika
pasaulyje?

Literatura

V. Kybartas, V. Sugurovas. Elektrodinamika, Vilnius: Mokslas, 1977
V.V. Nikolskij, T.I. Nikolskaya, Elektrodinamika i rasprostranenie radiovoln,

Moskva: Nauka, 1989 (rusiskai)

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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Atsiskaitymas ir vertinimas

Kontroliniai darbai:

Ivadas 2 paskaita: ziniy jvertinimas, Elektra ir magnetizmas (V. Rinkevic¢iaus
Paskaity temos .« 7.

(1) vadovelis)

Paskaity temos . . .

(2) 1 kontrolinis — po pusés kurso

Literatira

Papildoma 2 kontrolinis — kurso pabaigoje

literatura

Atsiskaitymas ir
vertinimas
Referatas:

Ampero désnis Referatas — iki semestro pabaigos. Tema: Ampero désnis

Informacija
Elektrodinamikos

istorijos faktai Egzaminas: atsakymai | klausimus rastu ir pokalbis, galimybé pagerinti pazym]
aip vertinama

elektrodinamika

pasaulyje?

70% kontroliniai darbai
10% referatai
20% pokalbis

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita Elektrodinamikalvadas — slide 6



Referatas: Ampero désnis

Ivadas

Paskaity temos
(1)

Paskaity temos
(2)

Literatira
Papildoma
literatura
Atsiskaitymas ir
vertinimas
Referatas:
Ampero désnis
Informacija
Elektrodinamikos
istorijos faktai
Kaip vertinama
elektrodinamika
pasaulyje?

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Susije klausimai:

Jégos veikiancios tarp sroves elementy
Ampero désnis ir Maksvelio lygtys
Integraliné Ampero désnio israiska
Ampero désnis ir I1I-iasis Niutono désnis

Judesio kiekio momento tvermeés désnis elektromagnetiniam laukui

Nurodyti naudota literaturg. Apimtis: 3-4 ranka rasyti A4 formato puslapiai.

Literatura:
1. D.J. Griffiths, Introduction to electrodynamics, 3Ed, Prentice Hall, 1999
2. W.K.H. Panofsky, M. Phillips, Classical electricity and magnetism, 2Ed,
Dover Publications, 2005
3. J.A. Stratton, Electromagnetic theory, Wiley-IEEE, 2007
E.J. Rothwell, M.J. Cloud, Electromagnetics, CRC Press, 2001/2008
5. J. Schwinger et al, Classical electrodynamics, Perseus Books, 1998
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Informacija

Ivadas

Paskaity temos
(1)

Paskaity temos
(2)

Literatura
Papildoma
literatura
Atsiskaitymas ir
vertinimas
Referatas:
Ampero désnis
Informacija
Elektrodinamikos
istorijos faktai
Kaip vertinama
elektrodinamika
pasaulyje?

Literatura

Paskaity skaidrés: www.webolab.net /elektrodinamika

El. pastas: rimvydas.aleksiejunas@ff.vu.lt

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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http://www.webolab.net/elektrodinamika
mailto:rimvydas.aleksiejunas@ff.vu.lt

Elektrodinamikos istorijos faktai

Ivadas

Paskaity temos
(1)

Paskaity temos
(2)

Literatura
Papildoma
literatura
Atsiskaitymas ir
vertinimas
Referatas:
Ampero désnis
Informacija
Elektrodinamikos
istorijos faktai
Kaip vertinama
elektrodinamika
pasaulyje?

Literatura

600 p.m.e. Graikas Talis iS Mileto pastebéjo, kad gintaras traukia siaudus

1771 KavendisSo elektrostatikos eksperimentai, talpos ir varzos idéjos
1785 Isspausdinti Kulono darbai, elektrostatinés jégos désnis
1820 Bio ir Savaro désnis, nuolatiné srové ir magnetinis laukas

1825 Amperas isspausdina darbus apie magnetizma, nustatytas sroves kuri:
mas magnetinis laukas

~ 1835 Faradéjus tyrinéja laike kintancias sroves ir magnetinius laukus
1864 Maksvelio lygtys
1888 Hercas atranda plokscias elektromagnetines bangas

1895/05/07 Popovas pristato aparaty elektriniams virpesiams registruoti
Placiau: Wikipedia — Elektromagnetizmo istorija.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita Elektrodinamikalvadas — slide 9


http://en.wikipedia.org/wiki/Thales
http://en.wikipedia.org/wiki/Timeline_of_electromagnetic_theory

Kaip vertinama elektrodinamika pasaulyje?

/10D _m@m&mm_&

B334149488

WASESRCIL oy

l.

Faradéjus Franklinas
1788 — 1258 ;-_ 1706 — 1790
DA6ThLTEIDE o i % I
-'m Gausas Markonis
1777 — 1855 1874 — 1937
Oerstedas @ "~ Volta
%1777 — 1851 e fReR 1745 — 1827
s 8% = - 1

1 06 i Tesla

b R v 1856 — 1943
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Literatura

Ivadas

Paskaity temos
(1)

Paskaity temos
(2)

Literatura
Papildoma
literatura
Atsiskaitymas ir
vertinimas
Referatas:
Ampero désnis
Informacija
Elektrodinamikos
istorijos faktai
Kaip vertinama
elektrodinamika
pasaulyje?

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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Vektoriné algebra

Vektoriy
sandauga
Diferencialiniai
operatoriai
Gradientas
Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés
Diferencialiniai
operatoriai
cilindrinése
koordinatése
Diferencialiniai
operatoriai
sferinése
koordinatése
Cilindrinés ir
sferinés
koordinatés
Dekarto —
cilindrinés
Dekarto — sferinés
Cilindrinés —
sferinés
Integralinés
teoremos

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Vektoriné algebra

Paskaita Vektoriné algebra — slide 1



Vektoriy sandauga

Vektoriné algebra

Vektoriy
sandauga
Diferencialiniai
operatoriai
Gradientas
Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés
Diferencialiniai
operatoriai
cilindrinése
koordinatése
Diferencialiniai
operatoriai
sferinése
koordinatése
Cilindrinés ir
sferinés
koordinatés
Dekarto —
cilindrinés

Dekarto — sferinés

Cilindrinés —
sferinés
Integralinés
teoremos

Literatura

Skaliariné ir vektoriné sandaugos:

A -B = ABcosa,

A x B =ngABsina,
A-B=A,B,+A,B,+A.B.,

X0 Yo
AxB=| A, A,
B. B,

Sandaugos tapatybeés:

<+ Skaliariné sandauga (angl. dot product)

< Vektoriné sandauga (angl. cross product)
Z
A
B

z

A-BxC)=B:-(CxA)=C-(A xB),
AxBxC=B(AxC)—-C(A xB),
AF|B® =|A-B[° + |A x B[,

(A xB)-(CxD)
(A xB) x (Cx D)

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

(A-C)(B-D)—-(A-D)B-C),
(A x B)-D|C — [(A x B) - C|D.

Paskaita Vektoriné algebra — slide 2



Diferencialiniai operatoriai

Gradientas
Vektoriné algebra
Vektoriy . .o
sandauga DlVergen61Ja

Diferencialiniai
operatoriai

Gradientas

Rotorius (angl. curl)

Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés .
Diferencialiniai Laplaso operatorius
operatoriai
cilindrinése
koordinatése
Diferencialiniai
operatoriai
sferinése
koordinatése

Y Y Y

grady =V¢ =x0=— +yYo—=— + 20—

O Dy 5z
A, 9A, OA,
+ +

Ox Oy 0z’

X0 Yo Zo

=V .-A=

rot A=V X A = a% o 2

oy 0z ?
Ae A, A,

div grady = V¢ = A = O + O™ _|_a_¢

ox?  Oy?

V A—XOV Ax—Fyov Ay—I—ZOV A,.

Geras jvadas | vektorine analize ir diferencialinius skaic¢iavimus pateikiamas

Cilindrinés ir (Griffiths, 1999] knygos pirmajame skyriuje.

sferinés
koordinatés
Dekarto —
cilindrinés
Dekarto — sferinés
Cilindrinés —
sferinés
Integralinés
teoremos

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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Gradientas

Vektoriné algebra

Vektoriy
sandauga
Diferencialiniai
operatoriai
Gradientas
Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés
Diferencialiniai
operatoriai
cilindrinése
koordinatése
Diferencialiniai
operatoriai
sferinése
koordinatése
Cilindrinés ir
sferinés
koordinatés
Dekarto —
cilindrinés

Dekarto — sferinés

Cilindrinés —
sferinés
Integralinés
teoremos

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Gradientas apibréziamas skaliarinei funkcijai ¢, kuri kinta erdveéje kaip keliy
kintamyjy funkcija ¢ = ¢(r) = p(z,y, z). Tokios funkcijos pokytj nusako
pilnutinis diferencialas, iSreiskiamas dalinémis iSvestinémis:

Oy Wd n Oy

dyp = 5 —dx + 5y 5, —dz.

Cia dalinés i$vestines
koordinaciy asies.
Vieno kintamojo funkcijos isvestiné leidzia nustatyti minimumo, maksimumo ir
perlinkio taskus. Keliy kintamyjy funkcijos atveju isvestiné gali parodyti ir
krypti — tai kryptiné iSvestiné arba gradientas

o 0 0

grad p = Vi = 5 0 + 9y ——Yo + 8—izo (1)

g—i parodo funkcijos ¢ pokytj isilgai kiekvienos

Paskaita Vektoriné algebra — slide 4



Geometriné gradiento operatoriaus interpretacija

Vektoriné algebra

Vektoriy
sandauga
Diferencialiniai
operatoriai
Gradientas
Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés
Diferencialiniai
operatoriai
cilindrinése
koordinatése
Diferencialiniai
operatoriai
sferinése
koordinatése
Cilindrinés ir
sferinés
koordinatés
Dekarto —
cilindrinés
Dekarto — sferinés
Cilindrinés —
sferinés
Integralinés
teoremos

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Skaliarinés funkcijos ¢ gradientas grad ¢ yra vektorius, kurio kryptis parodo
maksimalaus funkcijos didéjimo kryptj, o modulis | grad ¢| nusako funkcijos
polinkj (didéjimo greitj) isilgai maksimumo krypties.

Funkcijos ¢ pokytj (pilnutinj diferencialg) galima isreiksti gradiento ir
elementaraus kelio ilgio vektoriaus dl skaliarine sandauga:

0 0 0
dp = gradp - dl = _goxo + _goyo - —szo - (dz x0 + dy yo + dz zp)
Ox 0y 0z

= | grad ¢| - |dl| cos 0,

¢ia 6 — kampas tarp vektorinio kelio elemento dl ir gradiento grad ¢ vektoriaus.
IS Sios formulés matyti, kad funkcijos ¢ pokytis de bus maksimalus isilgai

grad ¢ krypties, t.y. kai kampas 6 = 0.

Nulinis gradientas grad ¢ = 0 reiskia ypatinguosius (ekstremumo) taskus,
kuriuose funkcija ¢ jgyja maksimalias, minimalias reikSmes arba yra balno
(perlinkio) taske.

Paskaita Vektoriné algebra — slide 5



Dviejy taskiniy kruviy elektrostatinis laukas

Vektoriné algebra

Vektoriy
sandauga
Diferencialiniai
operatoriai
Gradientas
Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés
Diferencialiniai
operatoriai
cilindrinése
koordinatése
Diferencialiniai
operatoriai
sferinése
koordinatése
Cilindrinés ir
sferinés
koordinatés
Dekarto —
cilindrinés
Dekarto — sferinés
Cilindrinés —
sferinés
Integralinés
teoremos

Literatura

Dviejy taskiniy kruviy g ir —q kuriamas elektrostatinis potencialas:

q

1

1

o(r) = Treo

o elektrinis laukas aprasomas gradientu:

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

r—ri| |r—ro

Y
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Divergencija

Vektoriné algebra

Vektoriy
sandauga
Diferencialiniai
operatoriai
Gradientas
Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés
Diferencialiniai
operatoriai
cilindrinése
koordinatése
Diferencialiniai
operatoriai
sferinése
koordinatése
Cilindrinés ir
sferinés
koordinatés
Dekarto —
cilindrinés
Dekarto — sferinés
Cilindrinés —
sferinés
Integralinés
teoremos

Literatura

Kitas diferencialinis operatorius divergencija naudojamas vektorinés funkcijos
(lauko) sklaidai — iSplitimui duotame erdvés taske nusakyti. Divergencija
apibréziama kaip V operatoriaus ir vektorinés koordinaciy funkcijos A = A(r)
skaliariné sandauga:

. 0 0 o,
divA=V. A= X08_+y08_+zoaz (Azx0+ Ay yo+ Az z0) (2)
_ 0A,  0A,  0A,
- Ox * Oy + 0z 3)

Divergencija parodo kaip stipriai iSplinta vektorinio lauko jégy linijos — tai lauko
srauto matas. Jei linijos iSeina is tasko, divergencija yra teigiama, o toks taskas
vadinamas lauko saltiniu. Jei linijos sueina ] taska — divergencija neigiama.
Nelygia nuliui divergencija pasizymi potencialiniai laukai, kuriems A ~ grad y.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita Vektoriné algebra — slide 7



Rotorius

Vektoriné algebra

Vektoriy
sandauga
Diferencialiniai
operatoriai
Gradientas
Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés
Diferencialiniai
operatoriai
cilindrinése
koordinatése
Diferencialiniai
operatoriai
sferinése
koordinatése
Cilindrinés ir
sferinés
koordinatés
Dekarto —
cilindrinés

Dekarto — sferinés

Cilindrinés —
sferinés
Integralinés
teoremos

Literatura

Rotorius (angl. curl) parodo kiek vektorinis laukas apsisuka apie duotg erdvés
taska — tai sukurinio lauko savybé. Rotoriaus modulis | rot A| parodo sukurio
intensyvuma, o jo vektorius nukreiptas pagal desininio sraigto taisykle.

Matematiskai rotorius isreiskiamas operatoriaus V ir vektorinio lauko A
vektorine sandauga V x A, kuri Dekarto koordinaciy sistemoje uzrasoma tokiu

budu:

rot A

V x A =
« 8Az_
0 By

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

XaO }:90 ZaO
9z oy 0= (4)
A, A, A,
DA, 0A, DA, 94, OA,
0z o 0z Ox + 20 ox oy |~ (5)
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Tiesaus laidininko vektorinis potencialas ir magnetinis laukas

Tiesaus laidininko orientuoto iSilgai z aSies kuriamas vektorinis potencialas

Vektoriné algebra OI 2 2
Vektoriy A(r) — —Z— ln(:l: -+ Yy )ZO.
wr

sandauga
Diferencialiniai
operatorial Magnetinis laukas aprasomas potencialo rotoriumi [x]:
Gradientas
Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés
Diferencialiniai
operatoriai
cilindrinése
koordinatése "
Diferencialiniai ;
operatoriai .
sferinése '
koordinatése
Cilindrinés ir
sferinés i
koordinateés My a0
Dekarto — ‘-!,__ SR
cilindrinés AT A
Dekarto — sferinés L
Cilindrinés — G
sferinés e ok S
Integralinés el ; “. s
teoremos LT “\:ﬁ'
Literatira G

_ pol [ —yxo + xyo
27T x? + y?

¥4 [
y i Wi
FR RO RN R
AP oY . N .
il f o #
w oW

) BN B WM
- AL Rt
BT 3
£ E LN P
1] .
% % .\'ul
Wy !
)

L T . N
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LR T TP )
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Diferencialinés tapatybés

Vektoriné algebra rot gradw = V X (Vw) — 0’

Vektori .
sandauga div rot A=V - (V x A) =0,
Diferencialiniai

(()}perdatoriai grad (90 —|— ¢) = (90 —|— 'Qb) = VSO ‘|— V'(,b,

radientas

Divergencija le (A —|’ B (A —|— B) V : A ‘|— V . B,
X(A+B)=V xA+V xB,

V( V) = eV + Ve,
V- (pA)=A -Vo+ V- A,

VX (pA) =V X A —A x Vo,
Snndmatios grad (A - B) = V(A - B)
sferin?s ' A (V X B) + B x (V X A) + (B X V)A + (A X V)B

koordinatés
Dekarto —

cilindrinés grad (A - A) = V(Az) =2(A-V)A+2A x (V xA),

Dekarto — sferinés
Cilindvinés div(AxB)=V-(AxB)=B-(VxA)—A-(VxB),

veoremon rot(AxB)=Vx(AxB)=A(V-B)—B(V-A)+ (B-V)A — (A-V)B,
Literatura V2A — V(V . A) _ v X (v X A)

Rotorius
Diferencialinés I‘Ot (A_ —i_ B

tapatybés

) =
) =
Diferencialiniai grad ( ¢)
)
)
)

operatoriai

cilindrinése d ( A
. , 1v SO

koordinatése

Diferencialiniai
operatoriai rot ( A.

sferinése

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita Vektoriné algebra — slide 10



Diferencialinés operacijos su radialiniu r vektoriumi

Vektoriné algebra

Vektoriy
sandauga v,r.Q _ 2r
- Y

Diferencialiniai
operatoriai 1 r ro
Gradientas v - = - = =

Divergencija T r3 r2’

Rotorius
Diferencialinés v - r = 3,

tapatybés

operatoriai V- o =
cilindrinése

koordinatése r 1

Diferencialiniai 2 . .
operatoriai v : ( ) — —V - = O, jer r ?é 0,

r3

Diferencialiniai 2
T

sferinése
koordinatése

Cilindrinés ir v X1r = O

sferinés !

koordinatés 2 2

Dekarto — V(I’A):I‘(V A)—|—2VA.
cilindrinés

Dekarto — sferinés

Cilindrinés —

sferinés

Integralinés
teoremos

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita Vektoriné algebra — slide 11



Diferencialiniai operatoriai cilindrinése koordinatése

oY
Vektoriné algebra V@D — PO 71—

Vektoriy 8p
sandauga
10

p Op

Diferencialiniai
operatoriai

Vi =
Gradientas
Divergencija
Rotorius
Diferencialinés
tapatybés

Diferencialiniai

V-A="="
p  Op

operatoriai
cilindrinése _
koordinatése - op
Diferencialiniai A
operatoriai

sferinése

koordinatése

Cilindrinés ir

sferinés

koordinatés

Dekarto —

cilindrinés

Dekarto — sferinés

Cilindrinés —

sferinés

Integralinés

teoremos

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

+ ¢o—

W
P op

1 9(pAp)

®0

K3

O
pAg

p O¢

1 0y w

8¢+Z0

1 2
Oy
p2 a¢2

104, | 0A.
0z’

0%

0z2’

5720
9
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Dekarto (staciakampés) koordinatés: A = xoAs + yoAy + zoA-.

Cilindrinés koordinatées: A = poA, + ¢poAy + ZoA-.

x = pCos @,

Y

A

psin @,

Z,

P
¢

N
I

zZ.

Sferinés koordinatés: A = roA, + 0o As + doAs.

X

r sin 6 cos ¢,

7 sin 0 sin @,

rcos 6,
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Dekarto — cilindrinés:

A, cos¢ sing 0
Ay = —sin¢g cos¢ O
A, 0 0 1

o s s
<

Cilindrinés — Dekarto:

A, cos¢p —sing 0 A,
Ay | = | sing cos¢p O Ay
A, 0 0 1 A,
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sin 0 cos ¢
cos B cos ¢

— sin ¢

Sferinés — Dekarto:

s s
<

sin 6 cos ¢
sin 6 sin ¢
cos 6
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sin 0 sin ¢
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cos 6 sin ¢
—sin 6
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0
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<
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Cilindrinés — sferineés:

A, sind 0 cosf A,
Ap = cosf@ 0O —sinb Ag
Ay 0 1 0 A,

Sferinés — cilindrineés:

A, sinfd cosf O Ay
Ay | = 0 0 1 Ap
A, cosf —sinf O Ay
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[Griffiths, 1999] Griffiths, D. (1999). Introduction to electrodynamics.

Prentice Hall.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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1. Maksvelio lygtys ir ju fizikiné
prasme
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Fizikinis dydis Zymeéjimas ir Aprasymas
dimensija

Elektros kruvis q, |C] Elektrinio lauko saltinis, kuris nusako

elektromagnetines sgveikos intensyvuma
Elektros kruvio p, [C/m’] Elektros kruvis esantis turio vienete
tankis
Elektros sroveés I, [A] Kryptingas kruvininky arba jelektrinty
stipris makroskopiniy daleliy judéjimas
Elektros sroves j, [A/m?] Elektros kruvio srautas per statmeng
tankis judéjimo krypciai ploto vieneta
Elektrinio lauko E, [V/m] Viena i$ elektromagnetinio lauko formuy,

stripris

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

nulemianciy sgveika tarp nejudanciy
kruvininky arba tarp elektrinio lauko ir
nejudanciy kruvininky
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http://en.wikipedia.org/wiki/Electric_field
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Magnetiné indukcijaB, [T]

Elektriné indukcija D, [C/m?]

Magnetinio lauko
stipris

Elektriné ir
magnetine
konstantos

H, [A/m]

€0 = 8.854-10712,

[F'/m],

po =4m 1077,
[H/m],

€opo = 25

Viena iS elektromagnetinio lauko formuy,
nulemianciy sgveika tarp judanciy
kruvininky ir sroviy arba tik
elektromagnetinio lauko ir sroviy

Tai elektromagnetinio lauko vektorius
aprasantis elektrinj lauka medziagose su
laisvais kruviais

Magnetin] lauka apibudinantis dydis,
kuris medzagose gali skirtis nuo
magnetinés indukcijos vektoriaus

Konstantos nusakancios santykius tarp
elektromagnetinio lauko vektoriy
vakuume, bei apibudinancios jégas
veikiancias tarp elektros kruviy ir sroviy

Elektromagnetinis laukas — tai materijos forma, charakterizuojanti saveika tarp

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

judanciy ir nejudanciy elektros kruviy bei aprasoma dydziais E, B, D, H, j ir p.
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Elektrodinamikos lygtys

oD
tH= — 4+
ro By +J,
0B
tE = ———
o ot ’
divD = p,
divB = 0.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Elektrodinamikos lygtis 1864 m. suformulavo Maksvelis.

Lygtys uzrasytos apibendrinus Faradéjaus, Ampero, Erstedo, Omo, Kulono ir
kitus darbus.
Siy lygéiy iSvesti negalima, jos uzrasomos ir nagrinéjamos jy isvados.

Vektorinés Maksvelio lygtys SI sistemoje diferencialiniu pavidalu:
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Integralinés Maksvelio lygtys gaunamos suintegravus diferencialines Maksvelio
lygtis bei pritaikius vektorinés analizés tapatybes:

7{H dl_—/D ds + 1, (5)
%E-dlz /B ds, (6)

%D-ds:q, (7)
]{B-ds: (8)

Yra daugybé budy Maksvelio lygtims uzrasyti, daugiau informacijos galima rasti
siomis nuorodomis:

http://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell’s equations
http://simple.wikipedia.org/wiki/Maxwell’s__equations
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o

Diferencialinése Maksvelio lygtyse laikinés isvestinés yra dalinés 5, o
integralinése lygtyse — pilnutinés % todel, kad suintegravus pagal koordinates ir
iskélus diferencijavimag pagal laika j priekj, lieka tik vienas kintamasis — laikas ¢.

Skirtumas tarp dalinés ir pilnutinés laiko iSvestiniy:

dr

ClaV:E

yra greitis.
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oD
tH= — ]
ro By +J

< Magnetinis laukas ir srovés (9)

Is sios Maksvelio lygties iSvesime Bio ir Savaro désnj ir panagrinésime slinkties

sTOVe.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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oD
tH= — ]
ro By +J

< Magnetinis laukas ir srovés (9)

Is sios Maksvelio lygties iSvesime Bio ir Savaro désnj ir panagrinésime slinkties

sTOVve.
Isvados:
1. Stacionarus procesas — nuolatiné srove, % = 0:

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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rot H = %—It) +j | ¢ Magnetinis laukas ir sroves (9)
Is sios Maksvelio lygties iSvesime Bio ir Savaro désnj ir panagrinésime slinkties
sTove.
Isvados:
1. Stacionarus procesas — nuolatiné srove, % = 0:
1 . .
H(r) = —— < Bio ir Savaro désnis (10)

27rr
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27rr

2. Nestacionarus procesas, bet laidumo sroveé neteka, I = 0,
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STOVE.
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27rr

2. Nestacionarus procesas, bet laidumo sroveé neteka, I = 0,
egzistuoja slinkties srove

IS = %—]t) : dS, (11)
S
js = 88—]15:) < Slinkties srovés tankis (12)
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Jei laidumo srové neteka, I-oje Maksvelio lygtyje jos vaidmen] atlieka slinkties
srove Is. Bet kokiu atveju, kai pilnutinis sroves tankis j + js = j + %—]? £ 0,
egzistuoja ir tokios srovés kuriamas magnetinis laukas.

IS divergencijos lygties div (j + %—?) = 0 seka, kad pilnutinés srovés tankis
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<+ Apibendrintas elektromagnetinés indukcijos désnis (13)

Ar gali egzistuoti elektrinis laukas nekurdamas laike kintanc¢ios magnetinés
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Jei E oc grad ¢, tai rot E o< rot gradep =0 ir 2= = 0.
grad ¢ aprasomi laukai vadinami potencialiniais.
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rot E = _%—]? <+ Apibendrintas elektromagnetinés indukcijos désnis (13)
Isvados:
1. Ar gali egzistuoti elektrinis laukas nekurdamas laike kintancios magnetinés

indukcijos?

Jei E o« grad ¢, tai rot E o< rot grad ¢ = 0 ir %—]? = 0.

grad ¢ aprasomi laukai vadinami potencialiniais.

Nagrinésime plona laidzia vija L apribotg plota S. Skaiciuosime
elektromagnetinio lauko vektoriy srautg pro sj pavirsiy.
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rot E = _%—]? <+ Apibendrintas elektromagnetinés indukcijos désnis (13)
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1. Ar gali egzistuoti elektrinis laukas nekurdamas laike kintancios magnetinés
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. . — N3 0B __
Jei E oc grad ¢, tai rot E o< rot gradep =0 ir 2= = 0.
grad ¢ aprasomi laukai vadinami potencialiniais.

Nagrinésime plona laidzia vija L apribotg plota S. Skaiciuosime
elektromagnetinio lauko vektoriy srautg pro sj pavirsiy.

£ = —— < Faradéjaus elektromagnetinés indukcijos désnis, cia:

E -dl < Elektrovaros jéga

L
¢ = / B -ds < Magnetines indukcijos vektoriaus srautas
S
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+ Elektrinés indukcijos ir kruvininky lygtis (14)
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+ Elektrinés indukcijos ir kruvininky lygtis (14)

Suskaiciuosime taskiniy kruvininky g kuriama elektrine indukcija.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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divD = p | « Elektrinés indukcijos ir kruvininky lygtis (14)

Suskaiciuosime taskiniy kruvininky g kuriama elektrine indukcija.

q
Dr(r) = 47>

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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Di(r) = (15)

2. Suskaiciuosime jeéga veikiancig tarp dviejy kruvininky q ir q;.
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472

2. Suskaiciuosime jeéga veikiancig tarp dviejy kruvininky q ir q;.

qq1
F, = ——— SN 16
pp—— <+ Kulono désnis (16)
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divB =0

< Magnetinés indukcijos vektoriaus linijy nenutrukstamumas

(17)
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1. Magnetinis laukas neturi tokiy Saltiniy kaip elektrinis laukas — magnetiniy

kruviy, pn = 0.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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Magnetinis laukas neturi tokiy Saltiniy kaip elektrinis laukas — magnetiniy
kruviy, pn = 0.

Magnetinio lauko linijos — arba uzdaros, arba eina j begalybe.
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Isvados:

1. Magnetinis laukas neturi tokiy Saltiniy kaip elektrinis laukas — magnetiniy
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Magnetinio lauko linijos — arba uzdaros, arba eina j begalybe.

3. Suintegravus IV Maksvelio lygti uzdaru turiu V,
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3. Suintegravus IV Maksvelio lygti uzdaru turiu V,

/ divBdv = ]fB-ds =0, (18)

|4 S

t.y. per uzdarag pavirsiy magnetinés indukcijos srautas visada lygus nuliui.
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tH= — ]
ro By +J,

OB

tE = ——
ro ot’
divD = p,

div B = 0.

+ Ampero désnis

< Faradéjaus désnis

< Kulono désnis

< Gauso désnis

NewScientist apie Maksvelio ir kitas lygtis populiariai:
Seven equations that rule your world
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Prentice Hall.

Wiley.

[Griffiths, 1999] Griffiths, D. (1999). Introduction to electrodynamics.

[Jackson, 1999] Jackson, J. D. (1999). Classical electrodynamics.
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oD

rot H= — +

ot
divD = p.
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Srovés tolydumo lygti gausime is I ir III Maksvelio lygciy:

oD
tH= "= 4]
ro By +J,
divD = p.

Pasinaudoje tapatybe div rot A = 0 gauname:

dp

ot

+ divj = 0.
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Norédami suprasti, kaip srovés tolydumo lygtis susieta su kruvio tvermeés désniu,
pasinaudosime Reinoldso pernasos teorema [Rothwell and Cloud, 2008] kruvio
tankiui p = p(r,t) per pavirsiy S = S(r,t):

dg d B op 7{
railim / pdv = / —dv + pv - ds. (4)
V() V(1) S(t)

Cia v = % yra greitis, kuris reiskia:
1. pavirsiaus S(t) tasky judéjimo greitj,
2. kruvininky p(r,t) koordinaciy kitima laike.
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Pasinaudoje srovés tankio israiska j = pv, is kruvio tvermeés désnio

dg _
dt

gausime integraline sroves tolydumo lygtj

0, (5)
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Pasinaudoje srovés tankio israiska j = pv, is kruvio tvermeés désnio

dq
dt

gausime integraline sroves tolydumo lygtj

/ (9p dv—|— %j(r,t)-ds:o,

V() S(t)

=0,

t.y. suintegruotas turiu V(¢) laikinis kruvio tankio pokytis Op (r 2 yra

kompensuojamas pro pavirsiy S(t) pratekancia srove.
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Pasinaudoje srovés tankio israiska j = pv, is kruvio tvermeés désnio

dg _
dt

gausime integraline sroves tolydumo lygtj

/ de—k %j(r,t)-ds:o,

V(1) S(t)

0,

t.y. suintegruotas turiu V(¢) laikinis kruvio tankio pokytis w yra

kompensuojamas pro pavirsiy S(t) pratekancia srove.

Pasinaudoje Gauso divergencijos teorema

%j-ds:/ div jdv,

S |4

gausime diferencialine srovés tolydumo lygtj

Paskaita 2. Kruvio tvermés désnis ir srovés tolydumo lygtis — slide 4


http://en.wikipedia.org/wiki/Charge_conservation

Srovés tolydumo lygtis ir kruvio tvermés désnis (2)

2. Kruvio tvermés
désnis

Srovés tolydumo
lygtis

Sroveés tolydumo
lygtis ir kruvio
tvermeés désnis (1)
Srovés tolydumo
lygtis ir kruvio
tvermeés désnis (2)
Sroveés tolydumo
lygtis nuolatinei
srovei

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Pasinaudoje srovés tankio israiska j = pv, is kruvio tvermeés désnio

dg _
dt

gausime integraline sroves tolydumo lygtj

/ de—k %j(r,t)-ds:o,

V(1) S(t)

0,

t.y. suintegruotas turiu V(¢) laikinis kruvio tankio pokytis w yra

kompensuojamas pro pavirsiy S(t) pratekancia srove.

Pasinaudoje Gauso divergencijos teorema

%j-ds:/ div jdv,

S |4

gausime diferencialine srovés tolydumo lygtj

Op(r,t) = . . _
57 + divj(r,t) = 0.
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2. Kruvio tvermés
désnis

Srovés tolydumo
lygtis

Sroveés tolydumo
lygtis ir kruvio
tvermeés désnis (1)
Srovés tolydumo
lygtis ir kruvio
tvermeés désnis (2)
Srovés tolydumo
lygtis nuolatinei
srovei

Literatura

= 0 ir sroves tolydumo lygtis tampa:

Nuolatinei srovei %
divj = 0.

<+ Srovés tolydumo lygtis nuolatinei srovei (9)
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Nuolatinei srovei %

divj = 0.

= 0 ir sroves tolydumo lygtis tampa:

<+ Srovés tolydumo lygtis nuolatinei srovei (9)

Suintegravus turiu ir pritaikius Gauso teorema,

7{ j-ds =0. < Srovés linijy uzdarumo salyga (10)

S
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Nuolatinei srovei %

divj = 0.

= 0 ir sroves tolydumo lygtis tampa:

<+ Srovés tolydumo lygtis nuolatinei srovei (9)

Suintegravus turiu ir pritaikius Gauso teorema,

7{ j-ds =0. < Srovés linijy uzdarumo salyga (10)

S

Jei pavirsius S sudarytas is S; skerspjuvio ploto laidininky, is srovés tolydumo
lygties gauname pirmajj Kirchofo désnj:

» I =0,

(11)

t.y., i bet kurj grandinés mazga jtekanciy ir iStekanciy sroviy algebriné suma yra,

lygi nuliui.
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Literatura

Skirtingai nuo mechanikos, elektromagnetinio lauko busena kiekvienu laiko
momentu aprasoma begaliniu parametry skaic¢iumi — tolydinémis erdviniy
koordinaciy funkcijomis — vektoriais D, B, E, H, j ir skaliaru p.

Sie parametrai gali biiti skirstomi j dvi grupes:

Elektromagnetinio lauko Saltinius (priezastis): p ir j,

Elektromagnetinés saveikos laukus (pasekmé): D, B, E, H.

Maksvelio lygtys elektromagnetinj lauka pilnai apraso tik laisvoje erdvéje
(vakuume), taciau medziagoje Siy lygciy sistema néra uzdara. Maksvelio lygtys
yra vektorinés diferencialinés lygtys, todél vienareiksmiskam sprendiniui
papildomai reikalinga:

Elektrinio ir magnetinio lauko krastinés salygos nagrinéjama turj
skirianc¢iame pavirsiuje,

D, B sarysiai su E ir H priklausantys nuo medziagos mikroskopiniy savybiy.
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Laisvoje erdveéje D, B skiriasi nuo E ir H tik pastoviais daugikliais —
konstantomis:

D = ¢ E, (1)
B = /’LOHa (2)

Cia elektriné €p ir magnetiné po konstantos susijusios su Sviesos greiciu
Eopo = c%, is kuriy nepriklausoma yra tik viena:

po =4m-10"" [H/m|, < Magnetiné konstanta, apibrézta (3)
c=2.998-10° [m/s], < Sviesos greitis, iSmatuotas (4)
€0 = 8.854-10" " [F/m]. < Elektriné konstanta, apskai¢iuota (5)
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Bendru atveju medziagoje esantis elektromagnetinis laukas D, B susijes su
isoriniu lauku E ir H sarysiais, priklausanciais nuo medziagos savybiy:

D =D(E), B=B(H). (6)

Dazniausiai pasitaikantys reiskiniai yra lokalus ir beinertiski, t.y. medziagoje
esantis laukas priklauso nuo isorinio lauko tik tame paciame erdvés taske ir tuo
paciu laiko momentu,

D(r,t) ~ E(r,t), B(r,t) ~ H(r,t). (7)

Tokiu budu medziagos lygtys aprasomos tiesinémis priklausomybeémis:

D — ¢E, (8)
B = uH, (9)

Cia dielektriné e ir magnetiné p skvarbos isreiskiamos per laisvos erdves
elektromagnetines konstantas eg, po ir santykines skvarbas €,, u.,:

€=€0"€r, = [0" tr (10)
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Medziagos poveikis elektromagnetiniam laukui gali buti aprasytas elektrinés
poliarizacijos (poliarizuotumo) P ir jmagnetéjimo M vektoriais.
Jei vakuume elektromagnetinis laukas aprasomas

Do =eE, Bo= uoH, (11)
tai medziagoje bus

D=Do+P, B=By+M. (12)
Daugeliu atvejy galioja tiesinés priklausomybeés:

P =coxE, M = poxmH, (13)

¢ia xe ir xm — elektriné ir magnetiné juta (bedimensiniai dydziai), susije su
santykinémis skvarbomis:

67“:]~+X67 ,Urzl"_Xm (14)
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Trecioji medziagos elektromagnetinio lauko lygtis apraso elektros srovés tankio
priklausomybe nuo elektrinio lauko stiprio:

j=oE, | < Tai Omo désnis (15)

¢ia o — medziagos elektrinis laidumas, matuojamas [S/m| = [1/(2 m)].

Priklausomai nuo elektrinio laidumo medziagos gali buti skirstomos j laidininkus
ir dielektrikus.
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Idealiam laidininkui o — oo, (laidininko viduje E, D, H, B = 0),

Idealiam dielektrikui o — 0, nelieka laidumo sroves.

Koks skirtumas tarp Siy medzZiagy elektrodinamikos poziuriu?
Pilnutiné sroveé susideda is laidumo ir slinkties sroviy:

P - oD E 4+ OE
S — — =0 cC—.
I ! ot ot
Laidininkams dominuoja pirmasis sios lygties démuo, dielektrikams — antrasis.
Koks kriterijus tatkomas laidininky ir dielektriky atskyrimus?

Esant harmoniniam elektromagnetiniam laukui, ~ coswt,

(16)

iw iw OE iw
jNe t, ENG t, Ewwe t) (17)
laidumo ir slinkties sroviy santyKkis:
jl _|cE| o > 1 laidininkas, (18
js|  |weE|  we | <1 dielektrikas.

Medziagos savybés priklauso nuo daznio: aukstuose dazniuose budama
dielektriku, ta pati medziaga Zzemuose dazniuose gali virsti laidininku.
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Makroskopiniai medziagy parametrai €, i ir o gali buti ne skaliarai, o tenzoriasi.
Tokiais atvejais medziagos vadinamos anizotropinémsis, jose esancio
elektromagnetinio lauko kryptis nesutampa su isorinio lauko kryptimi.
Dielektrinés skvarbos tenzorius aprasomas matrica:

D =¢€E,

Dy = €xp by + €xy by + €52 E2,
Dy =e€yo By +eyy by 4+ €y 2,
D, =¢€xby+eyby €. F,.

8
|

<

Taip pat ir magnetiné skvarba bei laidumas gali buti aprasyti tenzoriais:

Hxx My Moz Ozxx Oxy Oxz
B=puH, o= Hyz  Hyy Hyz , J=0E, 0= Oyz Oyy Oyz
Mz Mz Hzz Ozx Oz Ozz

y y
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Medziaga aprasancios elektriniy ir magnetiniy lauky lygtys yra suristos:
D =¢E + ¢H, (20)
B =CE+ uH, (21)

Cia medziagos parametrai &, ¢ apraso rysius tarp elektriniy ir magnetiniy lauky.
Tai dazniausiai sintetinés medziagos, pavyzdziui dirbtiniai dielektrikai ar
feromagnetinés dalelés jterptos j skyscius.

Atskiras biizotropiniy medziagy atvejis — tai chiralinés medziagos, kurioms

C — (X + ili)\/e_a (22)
§ = (x —ir)\/ep. (23)
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Netiesinés medziagos

3. EM medziagy
savybés

Medziagos lygtys
elektromagneti-
niam

laukui

Laisvos erdvés D,
B ir E, H sarysiai
Tiesinés
izotropinés
medziagos
Medziagos
elektrinés
poliarizacijos ir
imagnetéjimo
vektoriai
Elektrinis
laidumas
Laidininkai ir
dielektrikai
Laidumo ir
slinkties sroviy
santykio
priklausomybé
nuo daznio
Anizotropinés
medziagos
Biizotropinés
medziagos
Netiesinés
medziagos

Literatura

Netiesinés elektromagnetinio lauko charakteristikos:

Histereze
[sotinimas
Parametrinis stiprinimas
Harmoniky generavimas
Netiesiniai reiskiniai placiai naudojami optikoje bei elektronikoje — lazeriuose,

p-n sandurose bei feritiniuose jrenginiuose. Tokiose medziagose
elektromagnetinio lauko vektoriai aprasomi netiesinémis lygtimis:

D(r,t) = {D;(r,t)}, E(r,t) ={FEi(r,t)}, i=1,2,3

Di(r,t) = eoEi(r +ZEOXW ) + Z eoxs 2 B (r,t) By (r, t)

7,k=1
+ Z eoxs o Ei (v, ) B (r, t) Ei(r,t) + . ..
7.k, =1

Cia XE J,l ir Xg J,ll yra atitinkamai antros ir trecios eilés elektrine juta.
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Literatura

3. EM medziagy
savybés

Medziagos lygtys
elektromagneti-
niam

laukui

Laisvos erdvés D,
B ir E, H sarysiai
Tiesinés
izotropineés
medziagos
Medziagos
elektrinés
poliarizacijos ir
imagnetéjimo
vektoriai
Elektrinis
laidumas
Laidininkai ir
dielektrikai
Laidumo ir
slinkties sroviy
santykio
priklausomybé
nuo daznio
Anizotropinés
medziagos
Biizotropinés
medziagos
Netiesineés
medziagos

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Prentice Hall.

[Griffiths, 1999] Griffiths, D. (1999). Introduction to electrodynamics.

[Rothwell and Cloud, 2008] Rothwell, E. and Cloud, M. (2008).

FElectromagnetics. CRC Press.
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4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija

D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)

D krastinés
salygos (2)

E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos
Laidininkai
Dielektriko plysys
Apibendrinimas

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

4. Elektromagnetinio lauko
vektoriy krastinés salygos
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Maksvelio lygtys ir krastinés salygos

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija

D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)

D krastinés
salygos (2)

E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos
Laidininkai
Dielektriko plysys
Apibendrinimas

Literatura

Vektorinés Maksvelio lygtys diferencialiniu pavidalu:

rot H = %—]t) 4, (1)
rot B = —%—]?, (2)
divD = p, (3)
divB = 0. (4)

Maksvelio lygciy sprendinio unikalumui reikalingos elektromagnetinio lauko
vektoriy D, B, E ir H krastines salygos nagrinéjama turj skirianciajame
pavirsiuje.

Pereinant dviejy aplinky skiriamaja riba, medziagy savybés €, p ir o kinta
suoliskai.

Pavirsiniame sluoksnyje gali egzistuoti kruviai (laidumo bei suristieji) ir
pavirsinés sroves, darancios jtaka elektromagnetinio lauko vektoriy
krastinéms salygoms.

Panagrinésime kaip kinta D, B, E ir H vektoriai pereinant skiriamajj
pavirsiy.
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Pavirsiniai kruviai (1)

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodifamika, 2012

Pavirsinis kruvio tankis aprasomas pavirsiaus S elementariajame plote AS
susikaupusio kruvio Agq ir to pavirsiaus elemento ploto ribiniu santykiu:

. Aq
€= Jim, &g )

Pavirsinis kruvio tankis £(5) susietas su turiniu tankiu p(r) tolydine tankio
pasiskirstymo funkcija f(h,A) iSilgine pavirSiaus normalés kryptimi A
[Rothwell and Cloud, 2008]:

p(r) — S(S)f(h’ A)a (6)

su salygomis

/ f(h,A)dh =1, lim f(h,A)dh = 5(h). (7)
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http://en.wikipedia.org/wiki/Surface_charge

Pavirsiniai kruviai (2)

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kraviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

Vienas is kruvio tankio pasiskirstymo funkcijos pavyzdziy — normalusis Gauso
skirstinys:

h2

e A2

f(h, A) NN

(8)

Visas kruvis suintegruotas turiu:

g = / p(r)dv = ]O / £(s)dsf(h, A)dh = / £(s)ds.

Vv —oco S S
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Pavirsinés sroves

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

Pavirsinis sroves tankis pratekant elektros srovei Al pro linijinj Al ilgio
segmenta jam statmena kryptimi ip yra

lim i() .
Al—0

Al
Al

Visa srove suintegruota skerspjuvio plotu:

I= /j-ds: ]O/n(l)dlf(h, A)dh

S

—oo L

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

/ n()dl.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Current_density

Pavirsiaus geometrija

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

Elektromagnetinio lauko vektoriai nagrinéjami pavirsiniame sluoksnyje,
isskaidyti | normalines ir tangetines dedamasias:

A =ngA, +10A-,.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

(10)
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Elektrinés indukcijos vektoriaus krastinés salygos

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

Gaunamos suintegravus III-igja Maksvelio lygti:

divD = p.

n1=n0

(D1 —D2) * 1o :f (11)

Pereinant dviejy aplinky skiriamaja riba, elektrinés indukcijos vektoriaus
statmenyjy skiriamajam pavirsiui sandy skirtumas yra lygus riboje susikaupusio

pavirsinio kruvio tankiui.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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Magnetinés indukcijos vektoriaus krastinés salygos

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija

D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)

D krastinés
salygos (2)

E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos
Laidininkai
Dielektriko plysys
Apibendrinimas

Literatura

Kadangi III-ioji ir IV-0ji Maksvelio lygtys panasios,

divD = p,
divB =0,

pakartoje ta patj iSvedima, gauname

(B1 — BQ) ‘1lg = 0. (12)

Pereinant dviejy aplinky skiriamaja ribg, magnetinés indukcijos vektoriaus
statmenieji skiriamajam pavirsiui sandai nekinta.
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Magnetinio lauko stiprio vektoriaus krastinés sglygos (1)

Gaunamos suintegravus I-aja Maksvelio lygtj uzdaru konturu ABCD
plokStumoje, einancioje per skiriamojo pavirSiaus normale,

4. Krastinés

salygos

Maksvelio lygtys aD .
Pavir§iniai rotH = — + ],
kruviai (1) at
Pavirsiniai

kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai A
Dielektriko plysys .
Apibendrinimas panaudojant Stokso teorema,

Literatura
/rotA'ds:]{A~dl.
L

S
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Magnetinio lauko stiprio vektoriaus krastinés sglygos (2)

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

(H1 —H3) - 70 = - ny,
arba
[no x (Hi — Ha)] = 7.

Pereinant dviejy aplinky skiriamajg ribg, skiriamajam pavirsiui lygiagreciy
magnetinio lauko vektoriaus sandy skirtumo modulis yra lygus pavirSinés srovés
tankio moduliui.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita 4. Elektromagnetinio lauko vektoriy krastinés sqlygos — slide 10



Magnetinio lauko stiprio vektoriaus krastinés sglygos (2)

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

(H1 —H3) - 70 = - ny,
arba
[no x (Hi — Ha)] = 7.

Pereinant dviejy aplinky skiriamajg ribg, skiriamajam pavirsiui lygiagreciy
magnetinio lauko vektoriaus sandy skirtumo modulis yra lygus pavirSinés srovés
tankio moduliui.

Kokios magnetinio lauko vektoriaus ir pavirsinés srovés tankio kryptys?
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Magnetinio lauko stiprio vektoriaus krastinés sglygos (2)

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

(H1 —H3) - 70 = - ny,
arba
no x (Hy — Hy)| = 1.

Pereinant dviejy aplinky skiriamajg ribg, skiriamajam pavirsiui lygiagreciy
magnetinio lauko vektoriaus sandy skirtumo modulis yra lygus pavirSinés srovés
tankio moduliui.

Kokios magnetinio lauko vektoriaus ir pavirsinés srovés tankio kryptys?
— Statmenos viena kitali.
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Elektrinio lauko stiprio vektoriaus krastinés salygos

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

Kadangi I-oji ir II-oji Maksvelio lygtys panasios,

oD
tH= "= 4]
ro By +J,
0B
tE=———
ro pY

pakartoje ta patj iSvedima, gauname

(El —Eg) T — O,
arba
[1’10 X (El — EQ)] = 0.

Pereinant dviejy aplinky skiriamaja riba, skiriamajam pavirsiui lygiagretus
elektrinio lauko vektoriaus sandai nekinta.
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Krastiniy salygy pavyzdziai: izotropinés medziagos

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

R. Aleksiejunas

(a) (b)

1 pav.: Elektromagnetiniy lauky jégy linijos pereinant dviejy izotropiniy medzia-
gy skiriamajj pavirsiy: (a) kai e1 < €2, pu1 < pe; (b) kai €1 > €2, u1 > ue.
tan a1/ tan ae = €2 /€1 arba tanay/tanas = pe /1.

— FElektrodinamika, 2012 Paskaita 4. Elektromagnetinio lauko vektoriy krastinés sqlygos — slide 12



Krastiniy salygy pavyzdziai: izotropinés medziagos

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys

Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)

Pavirsinés srovés

Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

R. Aleksiejunas

ED HB H B
A7 7
Eln E 1 1
é (11 al
a;z E,n=(&1/€3) E4 @z
)/ - n/ ~ n 2 2

E1T=E2T
(a) (b)

2 pav.: Elektromagnetiniy lauky jégy linijos pereinant dviejy izotropiniy medzia-

gy skiriamajj pavirsiy: (a) kai €1 < €, pu1 < pe; (b) kai €1 > €2, u1 > uo.
tan a1/ tan e = €a2/€1 arba tan ai /tan as = u2 /1.

— FElektrodinamika, 2012 Paskaita 4. Elektromagnetinio lauko vektoriy krastinés sglygos — slide 13



Krastiniy salygy pavyzdziai: laidininko pavirsius

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

1 B, 1

3 === = ===
E.=0 D,=0 2 H,=0 B,=0 2

(a) (b)

3 pav.: Elektrinis (a) ir magnetinis (b) laukas laidininko pavirsiuje.
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4. Krastinés
salygos

Krastiniy salygy pavyzdziai: laidininko pavirsius

Maksvelio lygtys

Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)

Pavirsinés srovés

Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

1 B, 1

3 === = ===
E.=0 D,=0 2 H,=0 B,=0 2

(a) (b)

3 pav.: Elektrinis (a) ir magnetinis (b) laukas laidininko pavirsiuje.

Laidininko pavirsiuje elektromagnetinis laukas egzistuoja dél pavirsiniy kruviy ir
Sroviy:

Dln :Sa
E]_’I’L — é)
€1
HlT :771167
Bir = pin - ny,.
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Krastiniy salygy pavyzdziai: dielektriko plysys

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys

Pavirsiniai
kruviai (1) —
Pavirsiniai El EO_EEl
kriviai (2) — >
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija El
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)

D krastinés (a) (b)

salygos (2)

E krastinés .. . . . . . . v . .

salygos 4 pav.: Elektrinio lauko stiprio vektorius siaurame dielektriko plySyje, kai laukas

I t i S . . Ve . . . Ve .
modsiagos orientuotas lygiagreciai (a) ir statmenai (b) plysiui.
Izotropinés
medziagos

m
(&)

Laidininkai
Dielektriko plysys
Apibendrinimas

Literatura
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Krastiniy salygy pavyzdziai: dielektriko plysys

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys

Pavirsiniai
kruviai (1) —
Pavirsiniai El EO_EEl
kriviai (2) — g >
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija El
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)

D krastinés (a) (b)

salygos (2)

E krastinés .. . . . . . . v . .

salygos 4 pav.: Elektrinio lauko stiprio vektorius siaurame dielektriko plySyje, kai laukas

I t i S . . Ve . . . Ve .
modsiagos orientuotas lygiagreciai (a) ir statmenai (b) plysiui.
Izotropinés
medziagos

m
@)

Laidininkal Kai elektrinis laukas lygiagretus ply$iui: Eor = E1-,

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Kai elektrinis laukas statmenas plysSiui (kai néra pavirsiniy kruviy, £ = 0):
Do, = Dln, Eon = €E1n.

Literatura
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Elektromagnetinio lauko krastiniy salygy apibendrinimas

4. Krastinés
salygos

Maksvelio lygtys
Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)
Pavirsinés sroveés
Pavirsiaus
geometrija

D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastineés
salygos (1)

D krastinés
salygos (2)

E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos
Laidininkai
Dielektriko plysys
Apibendrinimas

Literatura

Elektromagnetinio lauko krastinés sglygos dviejy medziagy skiriamoje riboje:

Kai viena is aplinky yra laidininkas, Eo = 0, Hy = O:

nO.Dl :Dnzg,
nO.Bl :B’I’L: 9
ng X H1 =,

n0XE1:O.
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4. Krastinés
salygos

Literatura

Maksvelio lygtys

Pavirsiniai
kruviai (1)
Pavirsiniai
kruviai (2)

Pavirsinés srovés

Pavirsiaus
geometrija
D krastinés
salygos

B krastinés
salygos

H krastinés
salygos (1)
D krastinés
salygos (2)
E krastinés
salygos
Izotropinés
medziagos
Izotropinés
medziagos

Laidininkai

Dielektriko plysys

Apibendrinimas

Literatura

[Rothwell and Cloud, 2008] Rothwell, E. and Cloud, M. (2008).
Electromagnetics. CRC Press.
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nuostoliai
Elektromagnetinio
lauko energijos
balansas
Izoliuotos
sistemos energijos
balanso lygtis
Apibendrinta
energijos balanso
lygtis

Energijos balanso
pavyzdziai
grafiskai
Energijos
balansas apvaliam
laidininkui
Elektriné ir
magnetiné
energija

Lokalus balansas

Literatura
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5. Pointingo teorema.
Elektromagnetinio lauko energija
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Elektros sroves siluminiai nuostoliai

5. Pointingo
teorema

Siluminiai
nuostoliai
Elektromagnetinio
lauko energijos
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Izoliuotos
sistemos energijos
balanso lygtis
Apibendrinta
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lygtis

Energijos balanso
pavyzdziai
grafiskai
Energijos
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laidininkui
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magnetine
energija

Lokalus balansas

Literatura

Nagrinésime elektromagnetinio lauko energijos ir D, B, E, H vektoriy sarysius.
Elektriniame lauke E tekancios srovés j siluminiai nuostoliai turyje V aprasomi

P:/j-Edv:/pdv, (1)

|4 |4

p=1]j-E. < Siluminiy nuostoliy galios tankis (2)

Si iSraiska analogiska Dzaulio ir Lenco deésniui P = IU.
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Elektromagnetinio lauko energijos balansas
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Literatura

Pasinaudosime I-gja ir II-gja Maksvelio lygtimis

rotH:%—]t)—l—j, (3)
mtE:_%_f’, (4)

ir vektorinés analizés tapatybémis:
div[A xB]=B- rot A — A - rot B,

/ div Adv = 7{ A -ds, < Gauso ir Ostrogradckio (divergencijos) teorema.
S

|4
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Pasinaudosime I-gja ir II-gja Maksvelio lygtimis

th:%—’fﬂ, (3)
rot B = —%—]?, (4)

ir vektorinés analizés tapatybémis:

div[A xB]=B- rot A — A - rot B,

/ div Adv = 7{ A -ds, < Gauso ir Ostrogradckio (divergencijos) teorema.
S

|4

Pointingo teorema integraliniame pavidale:

- - B 0B oD
/dw[ExH]_%[ExH]-ds_—/ H EqLE B
S

|4 |4

dv—/j-Edv. (5)
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Izoliuotos sistemos energijos balanso lygtis
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Bet kokiai izoliuotai sistemai energijos balanso lygtis:

dw
_P = ——
dt ’ (6)

cia W — sistemos energija. Jei P > 0, dd—vf < 0 — sistemos energija mazeja.

Izoliuotai sistemai pavirsiuje £ = 0 ir [E x H] - ds = 0,
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Izoliuotos sistemos energijos balanso lygtis
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Elektromagnetinio
lauko energijos
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sistemos energijos
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Bet kokiai izoliuotai sistemai energijos balanso lygtis:

dW

p=—-—"
dt ’

cia W — sistemos energija. Jei P > 0, dd—vf < 0 — sistemos energija mazeja.

Izoliuotai sistemai pavirsiuje £ = 0 ir [E x H] - ds = 0,

energijos balanso lygtis izoliuotai sistemai:

0B oD
P——/ H§+EE d’U,
\%4

elektromagnetinio lauko energijos kitimas izoliuotoje sistemoje:

dW 0B oD
) B TR ) de
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Apibendrinta energijos balanso lygtis

Bendru atveju elektromagnetinio lauko energijos balanso lygtis:

5. Pointingo

teorema dW

Siluminiai PS —I_ d + P — 07 (9)
nuostoliai t

Elektromagnetinio

lauko energijos

balansas

Izoliuotos

balanso lymtis Ps = 7{ [E x H] -ds < Energijos srauto tankis pro pavirsiy S
Apibendrinta S

energijos balanso

lygtis . . .. oy .
Bnergijos balanso dW /dt <+ Elektromagnetinio lauko energijos kitimas
pavyzdziai . L o

grafiskai P <+ Siluminiai nuostoliai

Energijos

balansas apvaliam

laidininkui

Elektriné ir

magnetiné

energija

Lokalus balansas

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita 5. Pointingo teorema.Elektromagnetinio lauko energija — slide 5


http://en.wikipedia.org/wiki/Poynting_vector

Apibendrinta energijos balanso lygtis

Bendru atveju elektromagnetinio lauko energijos balanso lygtis:

5. Pointingo

teorema dW

Siluminiai PS —I_ d —I_ P — 07 (9)
nuostoliai t

Elektromagnetinio

lauko energijos

balansas

Izoliuotos

sistemos energijos _ . . . LA
balanso lyeatis Ps = 7{ [E x H] -ds < Energijos srauto tankis pro pavirsiy S
Apibendrinta

energijos balanso S

lygtis . . .. oy .

Energijos balanso dW /dt <+ Elektromagnetinio lauko energijos kitimas

pavyzdziai ~ . e e . . .

grafiskai P <+ Siluminiai nuostoliai

Energijos
balansas apvaliam
laidininkui o« .. . . .
Elektrine ir Pazyméjus IT = [E x HJ, + Pointingo vektorius (10)
magnetine
energija

Lokalus balansas
Literatura PS — %[E X H] . dS — %H . dS. (11)
S S

Ps ir I1 parodo energijos mainus su aplinka:
Ps > 0 — energija isteka is turio V/,
Ps < 0 — energija priteka j turj V.
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Energijos balanso pavyzdziai grafiskai
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|
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o
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o
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o

S

R
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1 pav.: Elektromagnetinio lauko energijos balanasas: aktyvus (virsuje), neutralus
(viduryje) ir pasyvus (apacioje).
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Energijos balansas apvaliam laidininkui
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R. Aleksiejunas

Panagrinésime energijos balansg srovei tekant apvaliu laidininku.

Laidininku teka sroves tankis j, = o, kuris kuria magnetinj laukg H, =

— FElektrodinamika, 2012

1

27wr "
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Energijos balansas apvaliam laidininkui
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Panagrinésime energijos balansg srovei tekant apvaliu laidininku.

\ U'

1

27wr "

Laidininku teka sroves tankis j, = o, kuris kuria magnetinj laukg H, =

Elektromagnetinio lauko Pointingo vektorius
IT=ExH|=—-roFE.H,

yra nukreiptas j laidininko vidy, t.y. vyksta energijos pritekéjimas.
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Energijos balansas apvaliam laidininkui

5. Pointingo
teorema

Siluminiai
nuostoliai
Elektromagnetinio
lauko energijos
balansas
Izoliuotos
sistemos energijos
balanso lygtis
Apibendrinta
energijos balanso
lygtis

Energijos balanso
pavyzdziai
grafiskai
Energijos
balansas apvaliam
laidininkui
Elektriné ir
magnetine
energija

Lokalus balansas

Literatura

Panagrinésime energijos balansg srovei tekant apvaliu laidininku.

1

27wr "

Laidininku teka sroves tankis j, = o, kuris kuria magnetinj laukg H, =

Elektromagnetinio lauko Pointingo vektorius
IT=ExH|=—-roFE.H,

yra nukreiptas j laidininko vidy, t.y. vyksta energijos pritekéjimas.

Apskaiciave Pointingo vektoriaus srautg pro laidininko pavirsiy, gauname
Dzaulio ir Lenco désnj:

sz%l‘[-ds:—IU.
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Elektriné ir magnetiné energija
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Pasinaudojus medziagos lygtimis
D=c¢cE, B=uH, (12)

iS pilnutinés elektromagnetinio lauko energijos
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Elektriné ir magnetiné energija

Pasinaudojus medziagos lygtimis

5. Pointingo D = EE, B = /‘LH7 (12)

teorema

Siluminiai
nuostoliai
Elektromagnetinio
lauko energijos
balansas 1

; 1
Izoliuotos W = = / (€E2 + ,U/H2) dv = = / (E - D + H - B) dv (13)

is pilnutinés elektromagnetinio lauko energijos

sistemos energijos 2 2
balanso lygtis

Apibendrinta 14 4
energijos balanso
lygtis galima isskirti elektrine ir magnetinge energijas:
Energijos balanso
pavyzdziai

grafiskai 1 1

. 2 .. ..

Enorgijos . W. = = E‘dv== | E-Ddv < Elektriné energija
alansas apvaliam 2 2 9

laidininkui

Elektriné ir vV 14

magnetine

CnCT‘O'i"i 1 2 1 . . o

o W = = H dv = 5 H - Bdv. < Magnetiné energija
1%

Lokalus balansas 2
Literatura vV
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Elektromagnetinés energijos tankis, lokalus balansas

5. Pointingo
teorema

Siluminiai

nuostoliai
Elektromagnetinio
lauko energijos
balansas
Izoliuotos
sistemos energijos
balanso lygtis
Apibendrinta
energijos balanso
lygtis

Energijos balanso
pavyzdziai
grafiskai
Energijos
balansas apvaliam
laidininkui
Elektriné ir
magnetiné
energija

Lokalus balansas

Literatura
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W pointegraliné israiska yra elektromagnetinés energijos tankis:

L. AW 1 2 2y 1
Parasysim Pointingo teorema energijos tankiams:
: ow : e Ty s
div IT + 5 +p=0, < Diferencialiné Pointingo teorema (15)

tai — diferencialiné energijos balanso lygtis, parodanti lokaly energijos kitima.
Analogiska sroveés tolydumo lygciai, isskyrus p:

Op
divj+ — = 0. 16
vj+ 5 (16)
Kadangi srovés atveju j = pv reiskia kruvio judéjima, tokiu pat budu
IT=wv (17)

reiskia elektromagnetinio lauko energijos judéjima, ¢ia v — energijos judéjimo
greitis.

Vadinasi, surade II = [E x H] ir w = 1 (E - D + H - B), galime nustatyti
elektromagnetinio lauko energijos judéjimo greit] ir krypt;.
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[Nikolskij and Nikolskaya, 1989] Nikolskij, V. and Nikolskaya, T.
(1989). Elektrodinamika i rasprostranenie radiovoln. Moskva:
Nauka.

[Stratton, 1941] Stratton, J. (1941). Electromagnetic theory.
McGraw-Hill.
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Harmoniniai virpesiai ir Furjé transformacija

Nagrinésime elektromagnetinius laukus, kintanc¢ius pagal harmoninj désnj:

komplekeiniame a(t) = ao - cos (wt + ), (1)

pavidale

Har 8 iniai Y e . . . v . .

e e | ¢la w =2rf = 2% yra ciklinis daznis, T — periodas, a(t + T') = a(t).
transformacija

Maksvelio lygtys

kompleksiniame Naudosime Furje atvaizdavima

pavidale
Priezastingumas
ir kompleksiné
skvarba

O o
1 / - 1 / e
Kramerso ir a t —_ A w ezw dw, A W) = —— a t € v dt, 2
0= [ AW @ == [ a &)
ispersijos — 00 — 00

sqryéia'ui .

netuketon fazinis  louris egzistuoja, jei a(t) yra kvadratiskai integruojama (Lo funkcija):

vélavimas

Literatura

/ la(t)]?dt = / |A(w)|?dw < 0o. < Parsevalio lygybe (3)

Furjé transformacijg pritaikysime elektromagnetiniam laukui:

oD
I‘OtH:W—I—J,DZEE,J:O‘E—I—Jp, (4)
Cia jp, — pasaliniy neelektromagnetiniy jégy kuriama srové.
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R. Aleksiejunas

Pritaike Furjé transformacija harmoniskai kintanciam elektromagnetiniam

laukui, gauname

rot H (r,w) = iwD (r,w) + j (r,w),
rot E (r,w) = —iwB (r,w),

divB (r,w) = 0,

divD (r,w) = p(r,w)

/N /N /N /N
o J O Ot
N— N N

Pasinaudosime (5) Maksvelio lygtimi kompleksinés skvarbos israiskai gauti su

salygomis:

€(t)
o(t)

e = const, D = ¢cE,
o =const, j=ocE+]j,.

— FElektrodinamika, 20FPkaita 6. Maksvelio lygtys kompleksiniame pavidale.

Kompleksiné skvarba — slide 3
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Pritaike Furjé transformacija harmoniskai kintanciam elektromagnetiniam
laukui, gauname

rot H (r,w) = iwD (r,w) + j (r,w), (5)
rot E (r,w) = —iwB (r,w), (6)
divB (r,w) = 0, (7)
divD (r,w) = p(r,w) (8)

Pasinaudosime (5) Maksvelio lygtimi kompleksinés skvarbos israiskai gauti su
salygomis:
€(t)
o(t)

e = const, D = ¢cE,
o =const, j=ocE+]j,.

rot H (r,w) = iwéE (r,w) + j, (r,w), (9)

M2
I

™M
|

<

<+ Kompleksiné skvarba (10)

€19
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Priezastingumas ir kompleksiné skvarba

Remsimés prielaidomis:

6. Maksvelio 1. 1. Pasekmeé visada seka po priezasties.
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Remsimés prielaidomis:

1. Pasekmé visada seka po priezasties.

2. Superpozicijos principas: praeityje sukeltos pasekmeés susideda su
atitinkamais jtakos koeficientais ir nulemia dabartyje vykstantj process.

3. Saveika yra invariantiné laiko postumio poziuriu.
Tada elektrinio lauko indukcijg galima aprasyti:

D(t) = (t—¢)E@)dt, t>1t, €t)=0, kait<O0. (11)

]

Dél priezastingumo principo dielektriné skvarba € tampa kompleksiniu dydziu:

D(t) = \/% / é(w)E(w)e™ dw, (12)

é(w) = e “rdr =€ — i€, (13)

o
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Kramerso ir Kronigo dispersijos sarysiai
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Irodysime, kad é(w) yra analiziné funkcija kompleksinio daznio @ = w — i~y
plokstumoje.
Pasinaudosime Kosi ir Rymano salygomis analizinei funkcijai

f(z,y) = u(z,y) + iv(x,y) nustatyti:

ou ov

o7 8_y7 (14)
ou ov

dy O =

Kosi ir Rymano salygos susieja relia ir menama € dalis [Jackson, 1999]:

€(w) = u(w) +v(w),

x /
u(w) = o + lp/ KICONW
T

w'—w : : : . . s
< Tai Kramerso ir Kronigo dispersijos sarysiai
oo
€0 u(w ) — €0 /
v(w):?p/ T dw’,
— o0

Cia g reiskia integralo pagrindine reikSme pagal Kosi.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Kramers%E2%80%93Kronig_relation
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Elektrinés indukcijos fazinis vélavimas

. . . ~ / 7 . . . . . .
Dél kompleksinés skvarbos € = ¢ — i€’ atsirandantis fazinis vélavimas:

e e D(w)e™" = eE(w)e™” (16)

pavidale

/7
€

— . _ 1
Hormonimiei = |¢[E(w)e™ (t=% arctan &) (17)

transformacija

Maksvelio lygtys 1 /7
kompleksiniame ¢ia At = = arctan & — fazinis vélinimas.
pavidale w €

Priezastingumas

ir kompleksiné

skvarba

Kramerso ir

Kronigo

dispersijos

sarysiai

Elektrinés

indukcijos fazinis

veélavimas

Literatura
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Harmoniskai kintanciy fizikiniy dydziy vidurkiai
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Skaic¢iuosime harmoniskai kintancios funkcijos kvadrato vidurk;j:

a(t) = ao - cos (Wt + ¢1), (1)
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Harmoniskai kintanciy fizikiniy dydziy vidurkiai
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Kompleksiniy amplitudziy metodas
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Kompleksiniy amplitudziy metodas
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Vektoriniy dydziy vidurkiai
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Harmoniskai kintantys vektoriniai dydziai:

A(t) = Ao - cos (wt + 1) = Re{A(t)} = Re{Ape™"},
B(t) = By - cos (wt + p2) = Re{B(t)} = Re{Boe"*}.

Vektoriniy dydziy vidurkiai isreiksti kompleksinémis amplitudémis:

1+ A K
(A*(t)) = 5 A0 Ao,
(A(t)-B(t)) = %Ao . B¢, +Skaliarinés sandaugos vidurkis
1 - -
(A(t) x B(t)) = §A0 x Bg.  «Vektorinés sandaugos vidurkis

(11)
(12)

(13)
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Pointingo teorema harmoniskai kintanciam elektromagnetiniam
laukui (1)

Turéjome bendrag Pointingo teoremg diferencialiniu pavidalu:
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Pointingo teorema harmoniskai kintanciam elektromagnetiniam
laukui (1)
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laukui (3) ~ st ind 1wt . v 1wt
Harmoniskai E=Epe"", H=Hope ", j=joe .
kintancio lauko

momentiné ir

vidutiné galia

Literatura

R. Aleksiejunas — ElektrodinamRlask@Bd27. Pointingo teorema harmoniskat kintanciam elektromagnetiniam laukui — slide 5



Pointingo teorema harmoniskai kintanciam elektromagnetiniam
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Pointingo teorema harmoniskai kintanciam elektromagnetiniam

laukui (2)
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R. Aleksiejunas

Energetiniy dydziy vidurkiai:

~

(IT) = Re 11, II = 5EO x H,
1 —~ Tk o Sk
(w) = (eEOEO +MHOHO),
~ o~ 17 —
(p) = Rep, p= =jo - Eo.
2

Pasinaudosime kompleksinémis Maksvelio lygtimis:

rot I:Io = iwéEo —|—jP0,
rot Eo = —iwﬁI:IO,

ia jpo — kompleksine pasaliniy jégy srovés amplitude, kai pilnutinis sroves

tankis j = cE + jp,

€ ir 1 yra atitinkamai dielektriné ir magnetiné kompleksinés skvarbos:

~ / ./ .O- ~ /
E=€ —1€E =€—1—, L= [4
w

—ip

1

(18)
(19)

(20)

(23)
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Pointingo teorema harmoniskai kintanciam elektromagnetiniam

laukui (2)
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Energetiniy dydziy vidurkiai:

~

(IT) = Re 11, II = 5EO x H,
1 —~ Tk o Sk
(w) = (eEOEO +MHOHO),
~ ~ 17 — ok
(p) = Rep, p= =jo - Eo.
2

Pasinaudosime kompleksinémis Maksvelio lygtimis:

rot I:Io = iwéEo —|—jP0,
rot Eo = —iwﬂI:IO,

ia jpo — kompleksine pasaliniy jégy srovés amplitude, kai pilnutinis sroves

tankis j = cE + jp,

€ ir 1 yra atitinkamai dielektriné ir magnetiné kompleksinés skvarbos:

- / . .0 / 7
E=€ —le =e—1i—, L= — 1
w

Naudosime vektorinés algebros tapatybe:

div[AXxB|=B:- rot A— A rotB.

(18)
(19)

(20)

(23)

(24)
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Pointingo teorema harmoniskai kintanciam elektromagnetiniam
laukui (3)
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Pointingo teorema harmoniskai kintanciam elektromagnetiniam
laukui (3)
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Pointingo teorema kompleksiniame pavidale:
. - ’LC&) ~%k T Tk ~TF TT* ~
divIl= = (e EEf — MHOHO) B (25)

Atskyrus realig ir menamag dalis bei suintegravus turiu V:

Re/ div IIdv = Rej{f[ds = —g / (e”EOEg + u”ﬂoﬂ;) dv — Re/ﬁdv,
% S v %
Im/ div IIdv = Im%f[ds = g/ ( 'EES — ,u/I:IOI:IS> dv — Im/ﬁdv.
% S (% %
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% S v %
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% S (% %

Realios lygties dalies iSvada:
Jei nuostoliy néra, €’ = 0, u”" = 0, pasaliniy jégy kuriamas energijos tankis
Re [|, pdv sunaudojamas spinduliavimui Re ¢, IIds = — Re [,, pdv.
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Pointingo teorema kompleksiniame pavidale:
. - Zw ~%k T Tk ~TF TT* ~
divIl= = (e EEf — MHOHO) B (25)
Atskyrus realig ir menamag dalis bei suintegravus turiu V:

Re/ div IIdv = Refﬂds = —g / (e”EOE; + u”ﬂoﬂ;) dv — Re/ﬁdv,
Vv S

Im/ div IIdv = Im%f[ds = g/ ( 'EES — ,u/I:IoI:IS> dv — Im/ﬁdfv.
% S (% %

|4 14

Realios lygties dalies iSvada:
Jei nuostoliy néra, €’ = 0, u”" = 0, pasaliniy jégy kuriamas energijos tankis
Re [|, pdv sunaudojamas spinduliavimui Re ¢, IIds = — Re [,, pdv.

Menamos lygties dalies isvada:

Uzdarame turyje, kuriame néra nei sroves nuostoliy, nei Saltiniy, vidutines
elektrinio ir magnetinio lauko energijos yra lygios, t.y., taip pat kaip ir
rezonansiniame konture:

(we) — (W) =0, &ia (we) = 5 [, eEOQES dv, (wm) = 5 [, ,uﬂofs dv.
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Harmoniskai kintancio elektromagnetinio lauko sSiluminiy nuostoliy galios tankis
(atliekamas darbas):

7. Pointingo teor.
harm. EM laukui

Harmoniskai —

kintanciy fizikiniy E(t) T EO Ccos wt’

dydziy vidurkiai . .

Kompleksiniy ] (t) _ .]O COS(UJt —|— QD),

amplitudziy . .

metodas p(t) = j(t)E(t) = joFo cos(wt 4 ) coswt
Vektoriniy dydziy

vidurkiai ]_ . ]_ .

Pointingo teorema = _JOEO COs —+ —]OEO COS(QCUt -+ QO)
harmoniskai 2 2

kintanc¢iam elekt-

romagnetiniam . o« . ..

laukui (1) Vidutineé galia:

Pointingo teorema

harmoniskai T

kintanciam elekt- 1 1
romagnetiniam L - — 5

e posa = () = 7. [ p()dt = SioEocos
Pointingo teorema

harmoniskai 0

kintanciam elekt-

f;&igin(e;;niam Ivedus vidutinés galios p,iq ir galios amplitudés Py = joFo zyméjimus,
Harmoniskai momentiné galia:

kintancio lauko

momentiné ir

vidutiné galia 1
ftine sad P(t) = Dvia + §Po cos(2wt + ).

Literatura

IsSvada: momentiné bei vidutiné galia priklauso nuo pradinio faziy skirtumo
tarp elektrinio lauko ir srovés tankio.
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¢ = 3174

7. Pointingo teor. 1 ‘ ‘ ‘ |
harm. EM laukui 1 : : :

E
Harmoniskai ; : : | : : J
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[Nikolskij and Nikolskaya, 1989] Nikolskij, V. and Nikolskaya, T.

7. Pointingo teor.
i (1989). Elektrodinamika i rasprostranenie radiovoln. Moskva:

harm. EM laukui
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kintanciy fizikiniy
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Nauka.

Ko Lekaini [Stratton, 1941] Stratton, J. (1941). Electromagnetic theory.
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R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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Elektromagnetinj laukg pilnai apraso Maksvelio lygtys

D B
rot H = %—t +j, rotE = _8_

divD =p, divB =0,
medziagos lygtys
D=¢kE, B=yH, j=ocE+]j,,

ir krastinés salygos nagrinéjamg turj ribojanc¢iame pavirsiuje.

Jei pasaliniy sroviy ir kruviy néra, j, = 0 ir p = 0, Maksvelio lygciu
sprendiniai apraso laisvgj; elektromagnetinj lauks.

Veikiant pasalinéms jégoms, j, # 0 ir p # 0, vyksta elektromagnetinio lauko
zadinimas. Toks laukas vadinamas priverstiniu arba spinduliavimo.
Pasaliniy jégy srovés tankis j, — tai zinomo pasiskirstymo srovés tankis,
palaikomas iSorinio Saltinio-generatoriaus. Sukuriamas spinduliavimo laukas
siai srovei griztamos jtakos neturi.
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Literatura

Klausimas — ar galima iSvesti atskiras lygtis E ir H lauko vektoriams?

Tokios lygtys egzistuoja — tai antros eilés diferencialinés vektorines lygtys.
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Klausimas — ar galima iSvesti atskiras lygtis E ir H lauko vektoriams?
Tokios lygtys egzistuoja — tai antros eilés diferencialinés vektorinés lygtys.

Pritaikysime rot operacija pirmajai Maksvelio lygciai ir pasinaudosime
vektorinés analizés tapatybe

rot rot A = grad div A — AA, (1)

¢ia A yra Laplaso operatorius, kuris Dekarto koordinaciy sistemoje isreiskiamas

0? 0? 0?
A= Oz + Oy? + 022 2)
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R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Klausimas — ar galima iSvesti atskiras lygtis E ir H lauko vektoriams?
Tokios lygtys egzistuoja — tai antros eilés diferencialinés vektorinés lygtys.

Pritaikysime rot operacija pirmajai Maksvelio lygciai ir pasinaudosime
vektorinés analizés tapatybe

rot rot A = grad div A — AA, (1)

¢ia A yra Laplaso operatorius, kuris Dekarto koordinaciy sistemoje isreiskiamas

0* 0’ 0’
A=t ozt (2)

Atlike veiksmus gauname vektorine d’Alambero lygti magnetiniam laukui:

O°H
Ot2

Kai o = 0, pasaliniy jégy srovés tankis j = j, yra magnetinio lauko saltinis.

AH — eu

= —rot j. (3)
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Literatura

Pakartoje panasy iSvedimg, gausime d’Alambero lygtj elektriniam laukui:

AE — eu

O°E
Ot2

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

1 0j
— ~gradp+ p—. 4
—gradp+ po (4)
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Pakartoje panasy iSvedimg, gausime d’Alambero lygtj elektriniam laukui:

O°E
Ot2

1 0j
= Zgradp + p—=. 4
cgradp+ po (4)

AE — eu

Jei laidumas o = 0 ir pasaliniy jégy sroviy tankis j, = 0, pvz., laisvoje erdvéje,
tai j = 0, p = 0, gauname homogeniniy lygc¢iy sistema

2
E
AE—EM%Q = 0, (5)
82tH < Tai bangos lygtys
AH — e 53 = 0. (6)

Bangos lygtys apraso elektromagnetinio lauko virpesiy sklidimg erdvéje.
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R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Bendra bangos lygtis

apraso faziniu greiciu v sklindancias bangas:

u=u(x,t) = f(t—x/v)+ g(t + z/v).

Elektromagnetinés bangos atveju greitis

I 1 _ C _
Vel \/Erpry/€olto

vV =

c
NG

Jei laukai pastovus laiko atzvilgiu, d’Alambero bei bangos lygtys virsta
atitinkamai Puasono ir Laplaso lygtimis elektrostatiniam potencialui ¢:

Agpz—g, Ap = 0.

(10)
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Kai elektromagnetinis laukas kinta harmoniskai
E — Eoeiwt, H — I:I()eiwt, j — O_E +jp, jp — jpoeiwt’
naudodami kompleksiniy amplitudziy metoda bei pakeitimus:

15, . 9 2
- % ZCL), ﬁ % _OJ 9
./

j—=jp, €e—éE=¢€ —ie’,
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R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Kai elektromagnetinis laukas kinta harmoniskai
E = Eoeth, H = I:IOetha j = oE +jp7 jp — jpoeiwta

naudodami kompleksiniy amplitudziy metoda bei pakeitimus:

o0 Ny O _ o

— w, — —W

ot 2 ’
J— Jp, e—>€:e/—z'e“,

gauname vektorines Helmholco lygtis:
AEq + w?euEq = LN grad divjpo - iw,ujpo,
WE

AI:IO + w2€,uI:Io = — rotjpo.

Homogeninés Helmholco lygtys apraso laisvgj; elektromagnetin] lauka:

AEO + w2€,u]§30 =0,
AH, + w?éuHy = 0.
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Bangos ir difuzijos lygtys

Panagrinésime elektrinio lauko Helmholco lygti esant kompleksinei skvarbai

8. EM lauko ~ .0
vektoriy lygtys €E— € —1—. (13)

Elektromagnetinio w
lauko lygtys
Antros eileés Helmholco lygtis laisvajam harmoniniam laukui:

diferencialinés

elektromagnetinio o

lauko 1 r- 2 . -

auko lygtys AEo +w? (1—i—) euEo = 0. (14)
Bangos lygtys WE

Bendra bangos

lygtis . .. . v . . .

Harmoninio Ivedus dydj 7 = £ — relaksacijos laikg medziagoje [Thide, 2000],

elektromagnetinio

lauko vektoriy 1

lygtys ~ 2 . ~

Bangos ir AEO + w ]. — 11— EI,LEO — O. (15)
difuzijos lygtys wT

Literatura
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Panagrinésime elektrinio lauko Helmholco lygti esant kompleksinei skvarbai

~ .0
€E— € —1—.
w

Helmholco lygtis laisvajam harmoniniam laukui:

AEq + w” (1 — il> enEo = 0.

we

€

Ivedus dydj 7 = £ — relaksacijos laikg medziagoje [Thide, 2000],

wT

- 1 -
AEq + w” (1 — z—) euEq = 0.

Ribiniai Helmholco lygties atvejai:

Kai w7t > 1, Helmholco lygtis virsta bangos lygtimi

AEO + CUQE,LLEO = 0.

Kai wr < 1, gauname difuzijos lygtj [Silveira and Lima, 2009]

AEq — iwouEy = 0.

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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[Silveira and Lima, 2009] Silveira, F. E. M. and Lima, J. A. S. (2009).
Attenuation and damping of electromagnetic fields: influence of
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http://arxiv.org/abs/0903.0210v1.

Antros eilés

iferencialines ¥
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Banginius procesus aprasanti funkcija u(z,?):

u(0,t) = (1),
u(zi,t) = ¢ (t — %)
u(xy,=0, t) u(xy,t)
Up Uo
to, t t,  t

(a) (b)

1 pav.: Bangos funkcijos laikinis kitimas skirtinguose erdvés taskuose.
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Bangos sklidimg aprasantys parametrai:

Fazé — tai momentine bangos funkcijos reikSme (pvz., uo) atitinkantis laiko
bei erdveés taskas.

Bangos frontas — tai vienodos fazés pavirsius.

Fazinis greitis — tai bangos fronto judéjimo greitis.

uix,t)
| 0 t;

.

Xo X1 X

Up

2 pav.: Bangos funkcijos erdvinis kitimas skirtingais laiko momentais.

1 — T
t1:to+¥,
v

¢ia v — bangos fazinis greitis.
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Nagrinésime homogenine bangos lygtj:

A=

ox2’

ir ieskosime sprendinio tokiu pavidalu:

u=u(x,t) = p1 (vt — x) + p2 (vt + ).
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Trimaciu atveju geometrija aprasoma vektoriais:

Ir = Xo% + Yoy + ZoZz,
k = X()k:r + yoky + ZOkz,
k-r=uzk; +yky + 2k, = const.

3 pav.: Ploksciosios bangos geometrija trimatéje erdvéje.

Nagrinésime trimatés bangos lygties sprendinj ¢ (kvt F k - r), kuris yra vienodas
visuose k - r plokstumos taskuose laiko t,, momentais — tokios bangos vadinamos

ploksciosiomss.
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Bangos lygties sprendiniai trimaciu atveju (2)

Jei reikalausim, kad k - r nesikeisty atliekant koordinaciy transformacijas, tai k

vektorius bus kovektorius (kovariantinis vektorius).
9. Apibendrintos

ploksciosios EM
bangos

Apie bangas (1) Patikrinsime ar sprendinys tenkina trimate bangos lygti
Apie bangas (2)

Vienmatés bangos 2

lygties sprendiniai A o 1 a SO

3D bangos lygties SD
sprendiniai (1)

3D bangos lygties v . . v . .
sprendiniai (2) cia Laplaso operatorius Dekarto koordinaciy sistemoje
Skersinés EM

bangos 2 2 2
Vektoriniai EM A _ a _|_ a _|_ a
bangos lygties T axQ ayQ 822 Y

sprendiniai

Banginé varza

Pointingo pasinaudodami vektorinés analizés tapatybeémis:

vektorius
EM lauko

energijos tankis Af = le grad f,
Literatira
div (fA) = fdivA + A - grad f.
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Surasime kaip iSsidésto E ir H vektoriai bangos fronto plokstumoje.
IS IT ir IV Maksvelio lygciy suskaiciuojame pilng H diferencialg k kryptimi:

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita 9. Apibendrintos ploksciosios elektromagnetinés bangos — slide 7


http://en.wikipedia.org/wiki/Transverse_wave

Skersinés elektromagnetinés bangos

9. Apibendrintos
ploksciosios EM
bangos

Apie bangas (1)
Apie bangas (2)
Vienmatés bangos
lygties sprendiniai
3D bangos lygties
sprendiniai (1)
3D bangos lygties
sprendiniai (2)
Skersinés EM
bangos
Vektoriniai EM
bangos lygties
sprendiniai
Banginé varza
Pointingo
vektorius

EM lauko
energijos tankis

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Surasime kaip iSsidésto E ir H vektoriai bangos fronto plokstumoje.
IS IT ir IV Maksvelio lygciy suskaiciuojame pilng H diferencialg k kryptimi:

k-dH =k-

oH

—dt +

ot

oH

o d) =0,
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Surasime kaip iSsidésto E ir H vektoriai bangos fronto plokstumoje.
IS IT ir IV Maksvelio lygciy suskaiciuojame pilng H diferencialg k kryptimi:

8_Hdt_|_a_H

k-dH =k- 5 5¢

d¢ ) =o.

Elektriniam laukui is I ir III Maksvelio lyg¢iy gauname

k- d_H+gE

=0
dt € ’

is Cia elektrinio lauko iSilginé dedamoji
_t
Ek — Ekoe T,

t.y. esant baigtiniam laidumui o, E} silpnéja eksponentiskai su relaksacijos laiku
T =¢€/0.

Vadinasi, elektromagnetinés bangos yra skersinés: E ir H vektoriai yra statmeni
sklidimo krypciai.
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Sprendinio ieskosime tokiu pavidalu:

E = k[k x Ajp(B),
H = Qyp(5),

c¢ia A ir Q yra vektoriai-konstantos, o funkcijos argumentas

B=kvtFk-r= tFk-r.

NG

Istate | Maksvelio lygtis ir atlike veiksmus, gauname

Q:i\/gkx[kxA], (4)

ir elektromagnetinio lauko vektoriai aprasantys ploksciasias skersines bangas

k
\/@t$k-r>, (5)

H:i\/gkx[kxA]go(\/i_Mt$k-r), (6)

cia vektorius A gali buti orientuotas bet kaip, isskyrus lygiagreciai k krypciai.

Ezk[kXA]gp(
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E ir H moduliy santykis

|E| p
z == _ /& 7
| - (7)
vadinamas bangine varza, jos dimensija - omas [€2].

Sutelktyjy parametry grandinése E ~ potencialy skirtumui, o H ~ srovei.

Laisvos erdvés (vakuumo) banginé varza:

E ir H vektoriai susieti tokiais sarysiais:

H:i%[ko < El, (9)
E = Z[ko x HJ. (10)
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Surasime kuria kryptimi pernesama elektromagnetinio lauko energija.

Pointingo vektorius:

ficx A] x [k x [k x Alp* \/]Z—M
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Surasime kuria kryptimi pernesama elektromagnetinio lauko energija.

Pointingo vektorius:

H:EXH::I:k\/E[kxA]x[kx[kxA]]gpQ( i

t:Fk~r>.
M VEH

Pasinaudoje vektorines algebros tapatybémis

AXx[BxC]=B(A-C)—-C(A-B), (11)
[A x B]* = A°B”> — (A -B)?, (12)
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Surasime kuria kryptimi pernesama elektromagnetinio lauko energija.

Pointingo vektorius:

H:EXH::I:k\/E[kxA]x[kx[kxA]]gp2( i

tZFk~r>.
M VEH

Pasinaudoje vektorines algebros tapatybémis

AXx[BxC]=B(A-C)—-C(A-B),
[A x B]* = A°B”> — (A -B)?,

ir supaprastine Pointingo vektoriaus israiska, gauname

€ 2 9 k
II=+k, /—k[k x A cp( tﬂFk-r>::|:k 11,
. [ ] = 0

t.y. Pointingo vektorius Il yra nukreiptas k kryptimi, vadinasi energija

(13)

pernesama k kryptimi, o E ir H vektoriy kitimas vyksta statmenai k krypciai.
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Suskaiciuosime elektrinio ir magnetinio lauky energijos tankius:

We = eEéE = %ekQ[k x A*p°(r, ), (14)
Wi, = M% = %ekQ[k x A*p?(r, t), (15)

vadinasi, ploksciajai elektromagnetinei bangai

We = Wm,

t.y. panagiai kaip ir rezonansiniame kontiire, tik ¢ia bendru atveju ¢*(r,t) —
nebutinai harmoniné laiko funkcija.
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[Panofsky and Phillips, 2005] Panofsky, W. and Phillips, M. (2005).
Classical electricity and magnetism. Dover books on physics. Dover
Publications.

[Stratton, 1941] Stratton, J. (1941). Electromagnetic theory.
McGraw-Hill.

ahn, ahn, M. . ectromagnetic fieta theory: a
Zahn, 2003| Zahn, M. (2003). El c field th
problem solving approach. Krieger Pub. Co., Malabar, Fla.
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Bendru atveju elektromagnetinio lauko bangos lygties sprendinj turéjom:

kt 1
:Fk°r ) v = :
VENI €M

Harmoniniy bangy atveju, naudodami kompleksines amplitudes, turésime
eksponentine laiko ir koordinaciy funkcija.:

p kvt Fk-r)=¢

kt
Ven

Harmoniniy bangy atveju laikine priklausomybe jprasta nusakyti cikliniu dazniu
w:

y Tk.r) = (FEFT), (2)

(Lt T i(w .r ..
gozeZ(W:Fk >:e( Fer) — cos(wt Fk-r) +isin(wt Fk-r), (3)

is$ Cia

w= . (4)

3
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Bangy fizikoje k vadinamas bangos vektoriumi, o k = |k| — banginiu skaiciums.
Pasinaudoje w sarysiais su paprastu dazniu f ir periodu 7', bangos ilgiu A = vT,

ir nagrinédami bangy sklidimg vakuume v = ¢ = ﬁ, gausime tokias bangos
skaicCiaus iSraiskas:
w 2nf 2w 27
k pu— __ — = p— p— . 5
IV CoHO c c cT A (5)

Vadinasi, harmoninio kitimo atveju k nusako fizikinio vyksmo laiko arba
atstumo matavimo vieneto pasirinkimo biida, nes T ~ k= ir A ~ k1.
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10. EM bangos
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vektoriy bazeé 1 * 1 € .9 2

Eliptineé <H> — _[E X H ] — :t_ _k [k X A] k() == H ko. (9)
poliarizacija 2 2 ,LL

Stokso parametrai

Stokso parametrai

— tiesiné pol.

Stokso parametrai

— apskritiminé

pol.

Literatura
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Ploksciosios elektromagnetinés bangos poliarizacija

Elektromagnetinés bangos E ir H vektoriy orientacija nusako A kurj lemia
bangos zadinimas bei sklidimo per aplinkg ypatumai. Bet kokiu atveju E 1 H.

10. EM bangos

poliarizacija Elektromagnetinés bangos poliarizacija nusako E vektoriaus kryptis.
Harmoniniai

bangos lygties \

sprendiniai X el k ///

Bangos vektorius
ir banginis
skaicius
Pointingo
vektorius \
Poliarizacija -7 - Z
Poliarizacijos
elipsé

Tiesine

poliarizacija

Apskritiminé y

poliarizacija

Apskritiminés .. . . .. ..
poliarizacijos 1 pav.: Elektromagnetinés bangos poliarizacijos geometrija.
vektoriy bazé

Eliptiné . . . o . . e
poliarizacija Bendru atveju E krypt] galima aprasyti dviejy bangy superpozicija:
Stokso parametrai

Stokso parametrai

— tiesiné pol. E; (I‘, t) =e1 ei(Wt_k'r), (10)

Stokso parametrai

;Oz?.)skritirniné :E)2 (r’ t) — e2E2€i(Wt—k-r>’ (11)
E(r,t) = (e1E1 + exEo) @5, (12)

Literatura

Cia By = a1e't, Fy = a2e'?? — kompleksinés amplitudés.
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Poliarizacijos elipsé

10. EM bangos
poliarizacija

Harmoniniai
bangos lygties
sprendiniai
Bangos vektorius
ir banginis
skaicius

Pointingo
vektorius
Poliarizacija
Poliarizacijos
elipsé

Tiesine
poliarizacija
Apskritiminé
poliarizacija
Apskritiminés
poliarizacijos
vektoriy bazé
Eliptiné
poliarizacija
Stokso parametrai
Stokso parametrai
— tiesiné pol.
Stokso parametrai
— apskritiminé
pol.

Literatura

Panagrinésime, kaip kinta reali E vektoriaus dalis bangos sklidimo metu,
isskaidydami ji komponentémis:

Er1 = Re{E1} = a1 cos( + ¢1),

E.2 = Re{E2} = az cos(8 + ¢2),
cia B = wt — k - r. Eliminave bangos sklidima aprasantj kintamajj 8, gauname
elipsés lygti:

Er 2 Er 2 ET‘ ET‘
1 4+ 2 _9 1 2

a1 a2 a1 a2

cos p = sin” @, (13)

Cia ¢ = o — 1 — faziy skirtumas tarp Es ir £1 dedamyjy. Todél bendru atveju
elektromagnetiné banga yra vadinama eliptiskai poliarizuota.

e,

a2

2 pav.: Poliarizacijos elipsé.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_polarization

Tiesiné poliarizacija

Jei F1 ir Eo turi ta pacia faze, tai banga vadinama tiesiskat poliarizuota,

10. EM bangos Fs m Q2

poliarizacija ()0 = 802 —_ 901 = mm, _— = (—]_) —, m — 07 :I:]., :|:2, N
Harmoniniai El aj

bangos lygties

sprendiniai

Bangos vektorius | L 1€siSkal poliarizuotai bangai galioja:
ir banginis

skaicius

Pointingo 0 = arctan (F2/FE1),
vektorius

Poliarizacija / 2 2
Poliarizacijos E — El + E2 .

elipsé

Tiesiné

poliarizacija

Apskritiminé

poliarizacija

Apskritiminés

poliarizacijos E2

vektoriy bazé

Eliptineé
poliarizacija e2

Stokso parametrai

Stokso parametrai
— tiesiné pol.

Stokso parametrai
— apskritiminé
pol.

Literatura

3 pav.: Tiesiné poliarizacija.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_polarization

Apskritiminé poliarizacija

10. EM bangos
poliarizacija

Harmoniniai
bangos lygties
sprendiniai
Bangos vektorius
ir banginis
skaicius

Pointingo
vektorius
Poliarizacija
Poliarizacijos
elipsé

Tiesine
poliarizacija
Apskritiminé
poliarizacija
Apskritiminés
poliarizacijos
vektoriy bazé
Eliptineé
poliarizacija
Stokso parametrai
Stokso parametrai
— tiesiné pol.
Stokso parametrai
— apskritiminé
pol.

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 20d&kaita 10. Harmoninés ploksciosios elektromagnetinés bangos poliarizacija

Vienas is eliptinés poliarizacijos atvejy — apskritiminé poliarizacija, kai E7 ir Fo

amplitudeés lygios, o faziy skirtumas kartotinis 7 /2:

a1 = as = a, = @s— 1 =mmn/2, m = +1,+3,45,....

Tada elektrinio lauko vektorius yra lygus
E(r,t) = Fo(e; £ ieg)ei(wt_k.r),

arba dedamosiomis

Ei(r,t) = Epcos(wt —k - r), Ex(r,t) = FFEpsin(wt — k - r).

e,
e, +ie
: \ 1 2
E \el-iez
e,

4 pav.: Apskritiminé poliarizacija.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Circular_polarization

Apskritiminés poliarizacijos vektoriy bazé

10. EM bangos
poliarizacija

Harmoniniai
bangos lygties
sprendiniai
Bangos vektorius
ir banginis
skaicius

Pointingo
vektorius
Poliarizacija
Poliarizacijos
elipsé

Tiesine
poliarizacija
Apskritiminé
poliarizacija
Apskritiminés
poliarizacijos
vektoriy bazé
Eliptiné
poliarizacija
Stokso parametrai
Stokso parametrai
— tiesiné pol.
Stokso parametrai
— apskritiminé
pol.

Literatura

Galima jvesti kompleksine ortonormuota vektoriy baze

e+ = —

V2

(e1 + iGQ),

turincia tokias savybes:

*
€L °e:|:

*
€4 -€et

0,

Naujoje koordinaciy sistemoje,

E(r,t) = (e By +e_E_)e'@i™xm)

¢ia By =aye'?t, E_ =a_e"~ yra kompleksinés amplitudés.
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Eliptiné poliarizacija

E., E_ bendru atveju apraso eliptine poliarizacija, kur elipsés parametrai

priklauso nuo santykio
10. EM bangos

poliarizacija

Harmoniniai E_ iox

bangos lygties — =Te (18)
sprendiniai E+

Bangos vektorius

ir banginis

skaicius

Pointingo ]_ —|— r

vektorius

— didziosios ir mazosios elipsés asiy santykis,
Poliarizacija 1 —7r
Poliarizacijos

elipsé a /2 — elipsés polinkio kampas.

Tiesine

poliarizacija

Apskritiminé r = +1 — atitinka tiesiskai poliarizuotg banga.
poliarizacija
Apskritiminés
poliarizacijos e2
vektoriy bazé E
Eliptiné
poliarizacija
Stokso parametrai
Stokso parametrai a'/2

— tiesiné pol. el

Stokso parametrai
— apskritiminé
pol.

Literatura

5 pav.: Eliptiné poliarizacija.
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Stokso parametrai

Praktiskai svarbus uzdavinys — kaip nustatyti bangos poliarizacija zinant
E(r,t) = Ege' @ik,

10. EM bangos
poliarizacija

Harmoniniai

bangos lygties Tam yra naudingi Stokso parametrai, kurie gali buti eksperimentiskai iSmatuoti
Bangos vektorius | Pagal bangos intensyvuma naudojant tiesinj poliarizatoriy arba

ir banginis ketvir¢io bangos plokstele [Born and Wolf, 1986].

skaicius

Pointingo

vektorius

Poliarizacija Eksperimentiskai stebimi dydziai — tai poliarizacijos projekcijy

Poliarizacijos

elipsé % *

Tiesine €1 - E, (SO E, e, - :E7 e -E

poliarizacija

Apskritiminé L. L.
poliarizacija kvadratiniai dariniai.
Apskritiminés

poliarizacijos

vektoriy bazé

Eliptineé

poliarizacija

Stokso parametrai

Stokso parametrai

— tiesiné pol.

Stokso parametrai

— apskritiminé

pol.

Literatura
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http://en.wikipedia.org/wiki/Stokes_parameters
http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_polarizer#Linear_polarizers
http://en.wikipedia.org/wiki/Quarter-wave_plate

Stokso parametrai tiesinés poliarizacijos vektoriy bazéje

Stokso parametrai:

10. EM bangos _ 2 2 _ 2 2
poliarizacija S0 = |e1 ) El —|— |e2 ) E| _ a’l + a’27 (19)
Harmoniniai
2 2

bangos lygties S1 = | El — ‘eQ E‘ — a1 — Qg, (20)
sprendiniai
Bangos vektorius sz =2Re{(e1 - E)"(ez - E)} = 2a1az cos(p2 — ¢1), (21)
skaicius _ _ :
Pointingo s3 = 2Im{(e1 - E)"(ez - E)} = 2a1a2sin(p2 — ¢1). (22)
vektorius
oparmacta IS Stokso parametry galima isskaic¢iuoti poliarizacijos komponendiy amplitudes ir

oliarizacijos
clipsé faziy skirtuma:
Tiesine
poliarizacija
Apskritimineé 2 S0 + S1 23
poliarizacija ) = 9 3 ( )
Apskritiminés
poliarizacijos So — S1
vektoriy bazé a,g = 0—7 (24)
Eliptineé 2
poliarizacija S3
Stokso parametrai @ = P2 — P1 = arctan —. (25)
Stokso parametrai 32

tiesiné pol.
Stokso parametrai
— apskritiminé
pol.
Literatura
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Stokso parametrai apskritiminés poliarizacijos vektoriy bazéje

Panasiai Stokso parametrai uzrasomi ir apskritiminés poliarizacijos vektoriy

bazéje:
10. EM bangos
poliarizacija

DO
-

s 2 2 2 2
Harmoniniai Sn = |le_ - E‘, e_ - E = Q a
bangos lygties 0 | T | + ‘ ’ T + —’

Bangos woktorius s1 =2Re{(es - E)"(e- - E)} = 2aja_ cos(p- — p4),
kot so=2Im{(ey -E)* (e - E)} = 2asa_sin(p_ — py),
Pointingo

vektorius S3 = |e+ . E|2 L |e_ . E|2 — a’i L a/2_.

Poliarizacija

N DN
oo
— — ~— —

N e N e NP

Poliarizacijos
elipse Keturi Stokso parametrai néra nepriklausomi, jie suristi salyga:
Tiesiné
poliarizacija
e 2 2 2 2
Apskritiminé So = S1 —|— So —|— S3. (30)
poliarizacija
Apskritiminés _
poliarizacijos Grafiskai Stokso parametrai gali buti atvaizduojami Puankaré sfera.
ve oriygy aze
Eliptineé
poliarizacija oo . .o . .
Stokso parametrai  LlaCiall apie Stokso parametry panaudojimg bei Puankaré sfera:
Stokso parametrai  [Born and Wolf, 1986)].
— tiesiné pol.
Stokso parametrai
— apskritiminé
pol.

Literatura
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Literatura

[Born and Wolf, 1986] Born, M. and Wolf, E. (1986). Principles of

10. EM bangos )
optics. Pergamon Press.

poliarizacija

Harmoniniai
bangos lygties
sprendiniai

Bangos vektorius
ir banginis
skaicius

Pointingo
vektorius
Poliarizacija
Poliarizacijos
elipsé

Tiesine
poliarizacija
Apskritiminé
poliarizacija
Apskritiminés
poliarizacijos
vektoriy bazé
Eliptineé
poliarizacija
Stokso parametrai
Stokso parametrai
— tiesiné pol.
Stokso parametrai
— apskritiminé
pol.

Literatura
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11.
Elektrodinaminiai
potencialai

Elektrodinaminiai
potencialai (1)
Elektrodinaminiai
potencialai (2)
Elektrodinaminiy
potencialy lygtys
Lorenco
kalibravimo
salyga (1)
Lorenco
kalibravimo
salyga (2)

Kulono
kalibravimo
salyga

Isilgineé ir
statmenoji
elektros srovés
tankio dedamosios
Kulono
kalibravimo
salyga — skersiné
arba spinduliavimo
salyga

Kulono
kalibravimo
salyga ir
priezastingumas

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

11. Elektrodinaminiai potencialai
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Maksvelio lygtys ir elektrodinaminiai potencialai (1)

11.
Elektrodinaminiai
potencialai

Elektrodinaminiai
potencialai (1)
Elektrodinaminiai
potencialai (2)
Elektrodinaminiy
potencialy lygtys
Lorenco
kalibravimo
salyga (1)
Lorenco
kalibravimo
salyga (2)

Kulono
kalibravimo
salyga

Isilgineé ir
statmenoji
elektros srovés
tankio dedamosios
Kulono
kalibravimo
salyga — skersiné
arba spinduliavimo
salyga

Kulono
kalibravimo
salyga ir
priezastingumas

Literatura

Maksvelio lygtys susieja penkis vektorinius dydzius E, D, H, B, j ir viena
skaliarinj — p.

p ir j susieti srovés tolydumo lygtims.

Izotropinése ir tiesinése medziagose E ir D bei H ir B skiriasi tik daugikliais.
Kai yra zinomi lauko saltiniai p ir j, iS Maksvelio lygc¢iy pakanka rasti du
vektorinius dydzius.

Elektrodinaminiy uzdaviniy supaprastinimui jvedamos pagalbinés funkcijos —
elektrodinaminiar potencialai:

Vektorinis potencialas A(r,?),

Skaliarinis potencialas ¢(r,t).

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita 11. FElektrodinaminiai potencialai — slide 2


http://en.wikipedia.org/wiki/Electromagnetic_potential
http://en.wikipedia.org/wiki/Magnetic_potential
http://en.wikipedia.org/wiki/Electric_scalar_potential

Maksvelio lygtys ir elektrodinaminiai potencialai (2)

11.
Elektrodinaminiai
potencialai

Elektrodinaminiai
potencialai (1)
Elektrodinaminiai
potencialai (2)
Elektrodinaminiy
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arba spinduliavimo
salyga
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priezastingumas

Literatura

Potencialus galima jvesti jvairiais budais. Vienas is budy — kad tapatingai
galioty Maksvelio lygtys: Faradéjaus elektromagnetinés indukcijos désnis ir
magnetinés indukcijos linijy uzdarumo salyga:
0B
rot B = ——,
ot
divB = 0.

Tam uzrasysime B ir E iSraiskas elektrodinaminiais potencialais:

B = rot A, (1)

O0A
E:—gradgo—ﬁ. (2)

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita 11. Elektrodinaminiai potencialai — slide 3



Elektrodinaminiy potencialy lygtys

11.
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Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Elektrodinaminiai potencialai A ir ¢ turi buti tokie, kad galioty likusios
Maksvelio lygtys — Ampero ir Kulono désniai:

oD
tH = —— +
ro By + ],
divD = p.

IS siy lygc¢iy gauname diferencialines lygtis elektrodinaminiams potencialams:

2

AA — e,u%t? — grad | divA — eu%—f = —uj, (3)
o .. P

A — A=-", 4

© + By div - (4)

Potencialy apibrézimo nevienareiksSmiskumas — elektromagnetinio lauko vektoriai
nepasikeis, pakeitus

A — A'"=A+ grady,

24

/

O — P =p— -
ot

Potencialy parinkimo nevienareiksmiskumo salygos vadinamos
kalibravimo sqglygomsas.
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Lorenco kalibravimo salyga (1)
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arba spinduliavimo
salyga

Kulono
kalibravimo
salyga ir
priezastingumas

Literatura

Naudojant Lorenco kalibravimo sqlygq

dp

divA +eu— =0,

ot

vektorinio (3) ir skaliarinio (4) potencialo lygtys tampa atskirtomis

nehomogeninémis bangos lygtimis:

9° A )

AA —ep 52 — M
Fo  p

Ap — ep—-t = — L.
L Ot? €

Kalibravimo salyga taip pat apriboja ir x pasirinkima:

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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Lorenco kalibravimo salyga (2)
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Literatura

Lorenco kalibravimo salyga aprasoma bangos lygtimis ir nepriklauso nuo
koordinaciy sistemos pasirinkimo bei invariantiné Lorenco transformacijy
atzvilgiu, todél placiai naudojama reliatyvumo teorijoje.

Ivedus d’Alambero operatoriy
82
O=A—eu—
n (7)

potencialy lygtys supaprastéja:

LA = —uj, (8)
Op = £, (9)

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012 Paskaita 11. Elektrodinaminiai potencialai — slide 6



Kulono kalibravimo salyga
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Pritaikius Kulono kalibravimo salygq

div A =0,

potencialy lygtys tampa

9% A O )
AA — e 52 M grad o = M (10)
Ap=—L. (11)

€

Puasono lygties Ap = —£ sprendinys yra momentinis Kulono potencialas:
1 p(r',t) .,
t) = dov'. 12
1%

Vektorinis potencialas tenkina nehomogenine bangos lygtj:

O’ A
ot?

Cia ¢ surandamas is Puasono lygties.
x kalibravimo salyga: Ay = 0.

AA —eu

= —uj + €ep grad

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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Isilginé ir statmenoji elektros srovés tankio dedamosios
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Elektrodinaminiai
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Literatura

Srovés tankj j, kuris yra vektorinio potencialo A saltinis, iSskaidysime ] iSilgine ir
statmeng dedamasias,

J=Jj+Jv,
kurioms galioja tokios savybeés:

jy — isilginé (nesisukanti) dedamoji, nes rotjj =V xj; =0,

jo. — statmena (solenoidiné) dedamoji, nes divj, =V-j. =0.

Srovés tankio isSskaidyma dedamosiomis panaudosime vektorinio potencialo
bangos lygtyje (13), pertvarkydami gradientinj skaliarinio potencialo démenj:

Oy
rad —.
el g a1
Pasinaudosime siomis tapatybémis:
A# = —4md (x — x')
[x — x| ’

AA=V(V-A)—V x (Vx A).

ir srovés tolydumo lygtimi % + divj = % +V-.j=0.
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R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Pasinaudoje¢ momentinio Kulono potencialo israiska (12) ir atlike
supaprastinimus, gauname:

9p 1 p / ')
cHBTaC 5y 6”4% / |r—r’| 47 Ir — r/| v
— s [ 31050~ )0 = gy (. )
Vektorinio potencialo lygtis (13) tampa
0°A , 0 .. : .
AA = ep—5 = —pj + ep grad a—f = —p (§y +i) +piy = —pj,  (14)

t.y. spinduliuojamas laukas aprasomas tik vektoriniu potencialu, kurio Saltinis —
skersiné sroves tankio dedamoji. Momentinis skaliarinis Kulono potencialas
@(r,t) daro jtakg tik artimosios zonos elektromagnetiniam laukui. Todél Kulono

kalibravimo salyga kartais vadinama skersine arba spinduliavimo salyga
[Jackson, 1999, Jackson, 2002, Brill and Goodman, 1967].
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R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Is Kulono kalibravimo salygos seka, kad skaliarinis potencialas (12) kinta
momentiskai, kai tuo tarpu zinome, kad elektromagnetiné saveika yra
perduodama baigtiniu — Sviesos greic¢iu. Tokia nefizikine savybe pasizymi tik
skaliarinis potencialas . Tiek vektorinis potencialas A, tiek ir elektromagnetinio
lauko vektoriai erdvéje sklinda su vélavimu pagal bangos lygtj (13).

Kvantinéje elektrodinamikoje nagrinéjant fotonus kvantuojamas taip pat tik
vektorinis potencialas.

Kulono kalibravimo salyga daznai naudojama homogeninés bangos lygties
atveju, kai néra lauko saltiniy. Tada

¢ =0,
O°A
AA —eu 572 =0,
E:—a—A, B = rot A.
ot

Siuo atveju bangos laukui aprasyti uztenka tik vektorinio potencialo.

Apie Kulono kalibravimo salyga daugiau:
[Jackson, 2002, Brill and Goodman, 1967].
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12. Herco vektoriai
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Elektriné poliarizacija, imagnetéjimas ir
elektrodinaminiai potencialai
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Elektrodinaminius potencialus galima jvesti jvairiais budais. Kai kuriy uzdaviniy
sprendimui naudojami potencialai, vadinami Herco vektoriais arba poliarizacijos
potencialais. Juos pirmieji jvedé Hercas (1888) ir Righi (1901).

Nagrinésime tiesines izotropines medziagas, aprasomas elektrinés poliarizacijos
vektoriumi (poliarizuotumu) P ir jmagnetéjimu M:

D = ¢E + P,
B = uoH + M,

P = oneE, (1)
M = poxmH. (2)
Elektromagnetinj laukg buvom aprase elektrodinaminiais potencialais A ir .
Musy tikslas — jvesti elektrodinaminius potencialus Ile ir Il,,, kurie tapatingai

tenkinty Lorenco kalibravimo salygg ir kurie tam tikrais atvejais supaprastinty
uzdaviniy sprendima.

Turéjome vektorinj ir skaliarinj potencialus:

B = rot A, (3)
0A

E=—-gradp — — 4

gradp — — -, (4)

div A + eu%—f = 0. <+ Lorenco kalibravimo salyga (5)
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Maksvelio lygtis galima uzrasyti tokiu pavidalu:

B
I‘OtEZ _aa—t’
rot B = ¢ 8_E_|_ ]
= € MO ot HoJa s
1
diVE: _pa,,
€0
divB =0,
¢ia
P
Jao = —%t + rot M + j,

pa = p — div P.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

< Apibendrintas srovés tankis

< Apibendrintas kruvio tankis
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Naudodami Lorenco kalibravimo salyga turéjome tokias elektrodinaminiy
potencialy lygtis, kuriy saltiniai — kruvio ir sroveés tankiai:

Fo  p

Ap — Hop — T o (10)
O’ A ,

AA —eu 52 = M- (11)

Panagrinésime atvejj, kai néra makroskopiniy kruviy ir sroviy, p=01ir j =0, o
apibendrintus kruvius ir sroves sudaro elektrinés poliarizacijos ir jmagnetéjimo
reiskinius aprasantys nariai. Tada potencialy lygtis galima uzrasyti:

0% 1 ..
AQO — 60/,110% = g div ].37 (12)
O*A OP
AA — eoo G2 = Mo Mo rot M, (13)

tokiu budu potencialy Saltiniai yra elektrinés poliarizacijos P ir jmagnetéjimo M
funkcijos.
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Remdamiesi potencialy saltiniy iSraiSkomis jvesime elektrinj II. ir magnetinj I1,,
Herco vektorius tokiu budu, kad Lorenco kalibravimo salyga buty tenkinama

tapatingai:
1 ..
o = —— div Il,, (14)
€0
OIl.
A = o 5 + po rot I,,. (15)

Herco vektoriai (poliarizacijos potencialai) tenkina nehomogenines bangos lygtis,

kuriy Saltiniai yra P ir M:

0TI,
AHe — 6()/,L() (’%2
0°11,,
AIl,,, — —
T

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

P, (16)

= —M. (17)
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R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Elektromagnetinio lauko vektorius E ir B isreikSime Herco vektoriais 11, ir I1,,:

OA 1 . O°Il. OIL,
E = —gradp — F T grad divII. — po 5 Mo rot TRE (18)
OIl.
B = rot A = o rotw + po rot rot IT,,. (19)

ISvados:

1.

Atskirais atvejais kai Il = 0 arba II,, = 0, E ir B vektoriai nelygus nuliui,
vadinasi elektromagnetinj lauka galima aprasyti tik trimis funkcijomis —
vieno iS Herco vektoriy Il. arba II,, dedamosiomis.

Kai Il. = 0, II,,, kuriamas E laukas — visada sukurinis, divE = 0. Jei

elektromagnetinis procesas nepriklauso nuo laiko, % = 0, II,,, apraso tik

statinj magnetinj lauka, jo kuriamas elektrinis laukas E = 0.

Kai II,, = 0, II. kuriamas B laukas — visada sukurinis, divB = 0. Jei
elektromagnetinis procesas nepriklauso nuo laiko, % = 0, II. apraso tik
statinj elektrinj lauka, jo kuriamas magnetinis laukas B = 0.

Paskaita 12. Herco vektoriat — slide 6



Isvados (2)

12. Herco
vektoriai

Elektriné
poliarizacija ir
imagnetéjimas
Apibendrintieji
kruviai ir srovés
Elektrodinaminiy
potencialy lygtys
Elektrinis ir
magnetinis Herco
vektoriai

Isvados (1)
Isvados (2)

Literatura

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

4. Statiniy lauky atveju, kai II. # 0 ir II,, # 0,

E = i grad div I1., — 1ot E =0 - Potencialinis laukas

B = po rot rotIl,,, — divB =0 - Sukurinis laukas
Bet jei galioja

AIl. =0, tai grad divII. = rot rotIl, —  divE =0,

AIl,, =0, tai rot rotIl,, = grad divIl,, — 1ot B =0,

t.y. elektrinis ir magnetinis laukai gali buti vienu metu ir potencialiniai, ir
sukuriniai.
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Elektrinis dipolis — tai dviejy absoliutiniu dydziu lygiy, bet priesingy zenkly
kruviy sistema, kai atstumas tarp ju d daug mazesnis uz atstumag iki stebimojo
tasko r, d < r.

0

Nagrinésime statinius laukus, kai +; = 0.

1 pav.: Elektrinio dipolio geometrija.
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Turéjome taskinio kruvio potencialg:

q
- _* 1
70 4meor (1)

Pasinaudoje Siuo potencialu, galime apskaiciuoti dipolio potencialg:

1 (pe : I') (2)

g0:go1—i—g02:4w€0 r3

Cia pe = qd yra dipolio momentas, o d = zod — kryptis iS neigiamo j teigiama
kruvj.
Apskaiciuosime elektrinio dipolio kuriama elektrinj lauka:

E=—gradyp = _Pe (F020089+§osin0) : (3)

Ameqrs

Nuo koordinaciy sistemos nepriklausanti elektrinio lauko israiska:

E=_Pc

 4meor3 ¥0) = Pe). W

(3ro(pe
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m

2 pav.: Elektrinio dipolio laukas.
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Magnetinj dipolj sudaro skaiduliné srovée, tekanti uzdaru konturu, kurio
diametras daug mazesnis uz atstuma iki stebimojo tasko, |r'| < |r|.

S D

Y

3 pav.: Magnetinio dipolio geometrija.
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Apskaiciuosime magnetinio dipolio kuriama vektorinj potencialg A is vektorinés
Puasono lygties

AA = _:qua (5)

pasinaudodami Gryno funkcija — taskinio Saltinio potencialu [Matulis, 2001]:

AG(r,r') =(r — 1), (6)
G(r,r') = _47T|I'1— T (7)
A(r) = —MO/G(r,r’)j(r')dv' = Z—; %dv/. (8)

Magnetinio dipolio momentas: m = zolS, S = 7R”.
Sroves tankis: j(r) = ¢old(r — ).
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4 pav.: Magnetinio dipolio lauko skaic¢iavimas — integravimo geometrija.

R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012
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4 pav.: Magnetinio dipolio lauko skaic¢iavimas — integravimo geometrija.

Suintegrave gauname vektorinj potencialg

,uo IRQ
C4r2

A(r) = ¢ sinf = gbo ) siné. (9)

47‘(‘7“2
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Magnetinio dipolio laukas apskaiciuotas pagal vektorinj potenciala:

H:iB:irotA: m

o o

(F02 cos 0 + 0o sin 9) : (10)

wr3

Palyginimui elektrinio dipolio kuriamas elektrinis laukas:

E =

_Pe (I_"OQ cos § + 50 sin 0) . (11)

Amegrs
Vadinasi, elektrinio ir magnetinio dipoliy lauky linijos tolimojoje zonoje (toli nuo
dipolio) yra vienodos, nors elektrinio dipolio laukas yra potencialinis, o
magnetinio dipolio — sukurinis,
E = — grad ¢,
1
H = —rot A.
o

Kai r — 0 elektrinio dipolio E lauko jégy linijos yra trukios, o magnetinio
dipolio B laukas — visur tolydus.
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5 pav.: Magnetinio dipolio laukas.
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Surasime sarysius tarp elektrinio ir magnetinio dipoliy bei P ir M vektoriy
naudodamiesi tik matematinémis elektromagnetinio lauko iSraiskomis.
Nagrinédami poliarizacijos potencialus esame surade nehomogenines bangos
lygtis, kuriy saltiniai yra P ir M, kurias tenkina elektrinis II. ir magnetinis II,,
Herco vektoriai:

O°Tl.
A]:[e — EOMOW = —P, (12)
O*11,,
AIl,, — —— = —M. 13
€olo -3 (13)
Statiniy lauky atveju kai % = 0, sios lygtys tampa vektorinémis Puasono
lygtimis:
All, = —P, All,, = —-M (14)

kuriy sprendinius galima surasti pasinaudojus Gryno funkcija — taskinio Saltinio
kuriamu potencialu:

p
II.o = —, 15
0 A7r ( )

All.o = —pd(r),

¢ia p — pastovus vektorius, r = |r|.
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R. Aleksiejunas — Elektrodinamika, 2012

Apskaiciuosime sio Herco vektoriaus kuriamg E lauka kai p = pzo:

1
E = — grad divIl., =
€0 Ameqrs

(FOQ cos 0 + 0 sin 0) : (16)
t.y. Il apraso dipolio lauks.

Is Gryno teoremos seka, kad elektriné poliarizacija P turi dipolintio momento
tankio prasme, nes

/ / / 1 P(I‘,) /
II. = /G(r,r P(r')dv = yp / \r—r’|dv° (17)
1% 1%
Todél elektrine poliarizacija galima uzrasyti kaip
(18)

P:%/Zpié(r—ri)dv:%Zpi.
v ! ’
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Literatura

Panasiu budu galima isvesti H lauko lygtis magnetiniam dipoliui:

AIL, = —M, (19)
All,,0 = —md(r), (20)
Mo = —, m=mz (21)
"0 Ay - e
m [ -
H = pp— (r02 cos 6 + 6o sin 0) : (22)

cia M jgyja magnetinio momento tankio prasme:

M = %/Z;mzé(r —r;)dv = %z}mz (23)
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[Jackson, 1999] Jackson, J. D. (1999). Classical electrodynamics.
Wiley.

[Kybartas and Sugurovas, 1977] Kybartas, V. and Sugurovas, V.
(1977). Elektrodinamika. Mokslas.

[Matulis, 2001] Matulis, A. (2001). Elektrodinamika. Virtuali
leidykla-knygynas, Ciklonas.
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R Azlieksz'ejﬂnas — FElektrodinamika, 2012
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14. Elementarieji elektrinis ir
magnetinis spinduoliai
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Elementarusis elektrinis spinduolis

Elementaryjj elektrinj spinduolj arba Herco dipol; sudaro trumpas sroves

. Blementarior elementas, kurio ilgis [ < . Tokiu atveju srove galima aprasyti pastovia
. ementarieji

EM spinduoliai kompleksine amplitude Iy:

Elementarusis
elektrinis .
. . rwt . . .
spinduolis I = Ioe 5 IO — JOS, Jo = ZoJjo-
Elektrinio dipolio

Herco vektorius
Zomerfeldo

spinduliavimo s o o
salyga (1) :
Zomerfeldo i

spinduliavimo A fTTRTTTTTTTTTTTTTIT T T + qO
salyga (2)

Elektrinio I l
spinduolio laukas

Artimoji zona 0 Fmehooosoosoooooo s pmmmmmpo oo oo 'L -qO

Tolimoji zona i

Tolimosios zonos
Pointingo I I
vektorius 0
Elementarusis

magnetinis . . .o
epinduolis 1 pav.: Herco dipolio geometrija.
Magnetinio
spinduolio laukas

Magnetinio Toks sroves elementas ekvivalentiskas laidininko galuose susikaupusiems
spinduolio taskiniams kruviams qo, virpantiems dazniu w: qo = +ilp/w.

Pointingo

vektorius Su kruviais susijes dipolio momentas

Spinduliavimo

galia (1)

Spinduliavimo . [()l

galia (2) Po =— —1—2Zy. (1)
Spinduliavimo W

diagrama
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Elektrinio dipolio lauka aprasantis elektrinis Herco vektorius II. tenkina
nehomogenine bangos lygti:

O°Tl.
AHe — EOMOW = —P, P = p(S(I')
Statinio dipolio atveju turéjome sprendinj:
II.0 = 4%;70, r=|r|

Harmoninés trimatés bangos lygties (Helmholco lygties) sprendinys:

I, = I e'WiTk™) — f—oei(“twr). (2)
wr

Kai k = wy/ep = k' —ik", r — oo, fizikine prasme turi tik vienas sprendinys:

_ PO i(wt—kr)
II. = — : 3
dmr € 3)
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Zomerfeldo spinduliavimo salyga apraso Helmholco bangos lygties sprendinio
vienareiksmiskumag: saltinio isspinduliuota elektromagnetiné energija turi
issisklaidyti begalybéje.

Harmoniskai kintancio elektromagnetinio lauko potencialai — tiek skaliarinis ¢,
tiek vektorinis A = (A, Ay, A,) — bendru atveju aprasomi skaliarine Helmholco
lygtimi

Aug(r) + k*uo(r) = fo(r), (4)

éia u = upe'’ gali buti viena i§ ¢, A,, A, arba A, f = foe'" yra galtinio
funkcija (kruvio arba srovés tankis).

Bet kokio saltinio f(r) spinduliuojamg laukg rasime turédami Gryno funkcijg
G(r,r"), kuri apraso taskinio Saltinio kuriamg potenciala;

AG(r,r') + k*°G(r,r’) = §(r — '), (5)

G(I‘,I‘l) _ 1 e—iklr—r'|. (6)

Al —r/|
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Bendrg uo(r) sprendinj uzrasysime pasinaudodami Dirako § funkcijos savybémis
ir Gryno teorema:

0, jeir &V,

/ FO)5( — r)dv’ = (7)

f(r), jeir eV,
Vv
/(ng —gAf)dv = 7{ fg—z - gg—i ds, (8)
Vv S
w(e) = [ 6o )0’ + § (wo) 2D — G e) 2000 Y 4 (0
Vv S

Kad sprendinys galioty begalinéje erdvéje, r’ — 0o, pointegralinis reiskinys
pavirsiniame integrale turi virsti nuliu. Sis reikalavimas virsta Zomerfeldo
spinduliavimo salyga:

lim r 8%?@ + ikuo(r) | = 0. (10)

r— 00

Vienas is Zomerfeldo spinduliavimo salyga tenkinanciy potencialy yra sferinés
bangos uo(r) = Me_”‘”ﬂ.
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Apskaiciuosime elektrinio Herco vektoriaus kuriama elektromagnetinj lauka
pagal anksciau isvestas formules:

1 0TI,
E = — grad divIl. — po——, 11
- grad div Ho =5 (11)
H= 1B o 2 (12)
MO (’915
Atlike veiksmus, gauname tokias elektrinio ir magnetinio lauky israiskas:
Ll |, ik . i ko ik? i (wi— k)
E:_m I'02COSH ’]“_3_’]“_2 +90811’l€ ’]“_3—7“_2_7 e ,
(13)
Il - . 1 ik t(wt—kr)
H = E@) sin 0 ) + e : (14)

Herco dipolio spinduliuojamas laukas nepriklauso nuo ¢ (sukimosi simetrija).

Priklausomybeé nuo atstumo ~ L ir aukStesni laipsniai — tai sferinés bangos.
'S
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Artimoji Herco dipolio spinduliavimo zona: kai r < X, kr = 2L/\"’“ <1, e 1,
elektromagnetinis laukas tampa:

1wt
E ~ %07“3 (I_"OQ cos 0 + 6 sin 9) , (15)
. rwt
Ny wwpoe .
H ~ ¢0W sin 6. (].6)

Elektrinio lauko pasiskirstymas yra toks pats kaip ir statinio elektrinio dipolio,
tik Herco spinduolio atveju laukas svyruoja harmoniniu désniu
Re{e!“tT%0)1 = cos(wt + o) sinfaziskai su dipolio momentu p = poe
Magnetinio lauko pasiskirstymas primena Bio ir Savaro désnj:

1 /j(r’) X To 1

:E lr —r/|?

i(wt+¢o)

H(r)

Pointingo vektoriaus vidurkis

1 x
(IT) = (E x H) = §Re{E0 x Hy} =0, (17)
t.y. artimojoje zonoje nevyksta elektromagnetinés energijos pernasa
(vidutiniskai), energija gali tik svyruoti tarp elektrinio ir magnetinio laukuy.
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Tolimoji Herco dipolio spinduliavimo zona: kai r > A, kr = 2%7’ > 1,

elektromagnetinio lauko israiskose paliekame tik narius su %:

E—J, ilolwpo Sln(gei(wt—kr)7 (18)
4 r
- i]olw,uo 1 siné6 i(wt—kr)
H = 19
¢0 Ax ZO r € 3 ( )

Cia Zo = +/po/€o — vakuumo banginé varza. Tolimosios zonos laukas aprasomas

sferine banga ~ eXp(i(f,t_kr)), kurig mazame erdvés plote galima laikyti plokscia

— tai vadinamoji lokaliai plokscia banga.

E ir H laukai yra statmeni tarpusavyje bei radialiniam vektoriui ro. Kampiné
lauko priklausomybé ~ sin 6 nepriklauso nuo atstumo, t.y. banga pilnai
susiformavusi.

Galioja skersinés bangos savybés

H = —[ro x E|,

E=70H :
7 o[H X ro]
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Pointingo vektoriaus vidurkis:

1 sin?6

1 I()lw,uo =
Zo 7“2 7

(IT) = (E x H) = %Re{EO < HZ) = ro—

2 47 (20)

t.y. tolimojoje zonoje vyksta elektromagnetinés energijos pernasa ro kryptimi —
spinduliavimas. Si komponenté ~ %, kuri buvo nykstamai maza artimojoje
zonoje, del léto slopimo tampa dominuojanti tolimojoje zonoje.
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Nagrinésime kintamosios srovés I = Ipe’? kontiiro spinduliuojama
elektromagnetinj lauka.

Magnetinio dipolio momentas:

2 1wt

m = zolS = zolowl’e (21)

Tokio dipolio lauka apraso magnetinis Herco vektorius II,,, tenkinantis bangos
lygti:

O°TIlL,,
AHm — EOMOW = —M, M = mé(r)
Harmoninés trimatés bangos lygties sprendinys:
1, =1II,, i(wt—k-r) _ ﬂ t(wt—kr) 29
o€ 47’('7“8 ) ( )

&a mo = zoloml?.
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I1,, kuriamas elektromagnetinis laukas apskaiciuojamas pagal lygtis

oll,,
E = —po rot 57 (23)
1
H = —B = rot rotIl,,. (24)
Lo
Atlike veiksmus, gauname tokias elektrinio ir magnetinio lauky israiskas:
WMo 7 . 1 1K\ i(wt—kr)
E=——"—¢osinf | 5+ — |e : (25)
41 r r
mo 5 ) k G 1 k ikQ i(wt—kr)
H:H I'OQCOSH 7"_3_7"_2 —|—0081H0 7"_3_7"_2_7 (& .
(26)

Magnetiniam spinduoliui gavome panasias lauko israiskas kaip elektrinio
spinduolio atveju, tik elektrinio ir magnetinio lauko vektoriai yra sukeisti
vietomis.

Elektrinio spinduolio laukas: E,, Eg, Hy — H L p — TM laukas.
Magnetinio spinduolio laukas: H,, Hy, Ey — E L m — TE laukas.
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Artimojoje zonoje magnetinio spinduolio laukas sutampa su statinio magnetinio
dipolio lauku, o tolimojoje zonoje spinduliuojamos sferinés (lokaliai plokscios)
bangos:

- Mo k2 Z() sin 6 ei(wt_k,,a)

E = ¢0 A r ) (27)
~ mok? sin€ ;i
H=— —0, TrZOﬂ- 812 ez(wt k?"). (28)
Magnetinio spinduolio Pointingo vektoriaus vidurkis:
1 . 1 [ Ll*k*\* _ sin®6
(IT) = (E x H) = - Re {Eo x Hj} =ro OT Zo—5— (29)
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Rasime elektrinio ir magnetinio Herco dipoliy pilnutine iSspinduliuojamag galia
Ps kaip vidutinio Pointingo vektoriaus srauta per uzdara pavirsiy S:

P, = 7{ ((TT) - ds) . (30)

S

Suintegrave elektrinio ir magnetinio dipoliy Pointingo vektoriy vidurkiy israiskas
(20) ir (29), gausime elektrinio ir magnetinio dipoliy spinduliavimo galias

P, = %ISRSG, (31)
P, = %IgRsm, (32)

Cia Rse ir Rsn, yra atitinkamai elektrinio ir magnetinio dipolio ekvivalentinés
aktyvinés varzos, arba spinduliavimo varzos:

2w [ 1 2
Rse - — ~ Z 9 33
3 \\ 0 (33)
8m° /1 4
Rsm —_— ~ Z . 34
3 \\ 0 (34)

Paskaita 14. Elementarieji elektrinis ir magnetinis spinduoliat — slide 13



Spinduliavimo galia (2)

14. Elementarieji
EM spinduoliai

Elementarusis
elektrinis
spinduolis
Elektrinio dipolio
Herco vektorius
Zomerfeldo
spinduliavimo
salyga (1)
Zomerfeldo
spinduliavimo
salyga (2)
Elektrinio
spinduolio laukas
Artimoji zona
Tolimoji zona
Tolimosios zonos
Pointingo
vektorius
Elementarusis
magnetinis
spinduolis
Magnetinio
spinduolio laukas
Magnetinio
spinduolio
Pointingo
vektorius
Spinduliavimo
galia (1)
Spinduliavimo
galia (2)
Spinduliavimo
diagrama

R _Azlieksiejﬂnas — FElektrodinamika, 2012

Literatur

Spinduliavimo varza jvedama atsizvelgiant § Dzaulio ir Lenco désnj
1 o
P=—-I"R.
2

Spinduliavimo varza yra ekvivalenti varzai R, kurioje srové [ isskiria galig, lygia
iSspinduliuotai Herco dipolio galiai.

Elektrinio ir magnetinio dipoliy isspinduliuojamy galiy santykis yra lygus

1 /2\? .

PSG _ RSC .
- 4mt \ ]

PS’I’I’L RS'I’I’L

t.y. Zemesnius daznius geriau spinduliuoja elektrinis dipolis, auksStesnius daznius
— magnetinis dipolis.
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Pagrindiné antenos charakteristika — spinduliavimo (kryptingumo) diagrama,
apibudinanti kampin] elektromagnetinio lauko pasiskirstyma:

vV (IL(6, ¢))
(Tmax)

= | sin6)|. (35)

2 pav.: Erdviné dipolio spinduliavimo diagrama.
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